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Moderni racunalniski centri porabijo enormne koli¢ine elektri¢ne energije,
zato je v ¢asu globalnega segrevanja pomembno, da razmislimo o alternativ-
nih nacinih racunanja, ki niso elektri¢no potratni. V tem ¢lanku nas bo
zanimalo, ali lahko poljuben problem, ki ga lahko izracunamo s standardnim
racunalnikom, izracunamo s podiranjem domin.

Z dominami bomo poskusili simulirati logi¢ne izraze in iz teh sestaviti
teoreti¢ni model racunalnika, imenovan Turingov stroj. Spoznali bomo idejo
Church-Turingove hipoteze, ki pravi, da naj bi za vsak izracunljiv problem
obstajal Turingov stroj, ki ga resi. Torej, ¢e najdemo postopek za sestavo
poljubnega Turingovega stroja iz domin, pokazemo, da lahko poljuben izra-
cunljiv problem resimo zgolj s podiranjem domin. Najprej bomo spoznali,
kaj so logi¢ni izrazi in kaj je Turingov stroj. Iz domin bomo zgradili logi¢ne
izraze, z logi¢nimi izrazi pa bomo Turingov stroj simulirali. Ce se rac¢unalnik
da simulirati z dominami, potem se ga da simulirati tudi z vsem, kar se ob-
nasa podobno kot domine, npr. skatle za kosmice, knjige, omare, ali pa kar
neboti¢niki (vsaj ce si velikan v nizkokvalitetnem ameriskem filmu).

Logicni izrazi

Neformalno povedano so logi¢ni izrazi funkcije logi¢nih spremenljivk, ki so
povezane z logi¢nimi operacijami. Logi¢na spremenljivka lahko zavzame le
resniéno vrednost “17” ali neresni¢no vrednost “0”. Logi¢ne izraze predsta-
vimo s tako imenovano resnicnostno tabelo. Vsak izraz lahko zapisemo v
obliki resni¢nostne tabele, ki nam za vsako mozno kombinacijo vrednosti
vhodnih spremenljivk poda pripadajoco izhodno vrednost. Operacije, ki so
nam relevantne, so:

e Negacija:
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e Strogi ali:
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Disjunktivna normalna oblika

Pokazali bomo, da lahko za vsako resni¢nostno tabelo sestavimo logi¢ni izraz,
ki se obnasa natanko tako, kot to veli resni¢nostna tabela.

Primer: Recimo, da zelimo dobiti logi¢ni izraz, ki bo pri vseh kombinacijah
vrednosti dveh spremenljivk pravilen. Za vsako mozno kombinacijo vrednosti
vhodnih spremenljivk najdemo konjunkcijo, ki je resni¢na natanko pri teh
vhodih. Za vhod x = 0 in y = 1 je pripadajoca konjunkcija —x A y, saj, ce
preberemo izraz ta pravi, da je resni¢en natanko tedaj, ko x ni resnicen, y
pa je. Na levi strani spodnje sheme se nahaja resni¢nostna tabela, ki je vhod



nasemu postopku. Za vsako vrstico je na desni strani podan logi¢ni izraz, ki
je resnic¢en natanko pri kombinaciji vhodnih vrednosti podanih v isti vrstici.

rezultat logi¢nega izraza
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Nato izraze na desni povezemo z disjunkcijami, da dobimo izraz, ki je
vedno pravilen:

(~z A-y) V (mz Ay) V(T A-y) V(T Ay)

Primer 2: Recimo, da zelimo skonstruirati logicni izraz, ki se obnasa kot
sledeca logicna tabela:

rezultat logi¢nega izraza
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V tem primeru potrebujemo logi¢na izraza, ki bosta pravilna zgolj za
vhode v prvih dveh vrsticah tabele. Oba logi¢na izraza povezemo z disjunk-
cijo, da dobimo nov logi¢ni izraz, ki je pravilen pri natanko zgornjih dveh

(mzAy) = (z Ay V(T Ay)

vhodih.
x 1y | rezultat logicnega izraza
0 0|1 (mx A —y)
0 111
1 01]0
1 110

Vidimo, da bodo izrazi, zgrajeni na tak nacin, vedno podobne oblike, to
je, ve¢ konjunkcij, povezanih z disjunkcijami. Pravimo, da so ti izrazi v dis-
junktivni normalni obliki. Iz primerov zgoraj je razvidno, da lahko logi¢ni
izraz v disjunktivni normalni obliki zgradimo za poljubno resni¢nostno ta-
belo. To pomeni, da lahko iz negacije, disjunkcije in konjunkcije zgradimo



poljuben logi¢ni izraz. Ce je vhodnih spremenljivk ve¢, bo dolzina tega iz-
raza narascala eksponentno. To v praksi sicer ni optimalno, vendar, ker nas
zanima zgolj “Ali se da?” in ne “Ali se da ucinkovito?” se zadovoljimo tudi
z zelo ogromnimi formulami, ¢e le opravijo delo.

Poln nabor operatorjev

Ce lahko iz nabora operatorjev sestavimo poljuben logi¢ni izraz, pravimo, da
je tak nabor operatorjev poln. Dokazimo, da lahko sestavimo poln nabor tudi
z manj operatorji. Najlazji nac¢in je, da z novim naborom izrazimo nabor,
za katerega ze vemo, da je poln, torej {—, A, V}. Negacija (—) in disjunkcija
(V) sta poln nabor, saj lahko konjunkcijo z A y po De Morganovem zakonu
izrazimo z —(—z V —y)

Logicne operacije iz domin

7, dominami lahko modeliramo logi¢ne operacije. Logi¢ni izraz bomo zapisali
kot zaporedje domin, tako, da bo podiranje domin sluzilo kot proces racu-
nanja. Podrte domine predstavljajo logi¢no vrednost 1, stojece pa logicno
vrednost 0. Vrednost vhodnih spremenljivk vnesemo tako, da podremo pri-
padajoce vrste domin, nato pa pocakamo dokler se proces podiranja domin
ne zakljuc¢i. Na drugi strani zaporedja podrte oziroma stojece vrste predsta-
vljajo izhodno vrednost spremenljivk.

Racunanje v notranjosti zaporedja poteka preko logi¢nih operacij, ki jih
sestavimo iz domin. Uporabljene logi¢ne operacije so predstavljene na slikah
spodaj. Na skicah se domine podirajo od spodaj navzgor.
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Slika 1: Kopiranje: Iz enega vhoda dobimo dva izhoda (kopiranje vrednosti

vhodne spremenljivke). Ta vrata uporabimo, ¢e se neka spremenljivka v
izrazu pojavi vec¢ kot enkrat.



Slika 2: Disjunkcija dveh vhodnih spremenljivk

Slika 3: Strogi ali dveh vhodnih spremenljivk

Dokazimo, da je nabor {V,®, 1}, ki smo ga sestavili iz domin, poln. Kon-
stanto 1 predstavimo kot vrsto domin, ki jo na vhodu zagotovo podremo,
ostali dve operaciji pa sta bili predstavljeni na zgornjih slikah.

Iz tega lahko zakljuc¢imo, da iz domin lahko sestavimo tudi nabor {—,
V}, za katerega smo ze dokazali, da je poln. Torej lahko iz domin sestavimo
poljuben logicni izraz.



Turingov stroj

V tem razdelku vpeljemo skico definicij in nekaterih dokazov v zvezi s Turin-
govim strojem. Ker gre za matemati¢no precej kompleksen model, se bomo
natancénim definicijam ognili. Bralec, ki ga zanima tocna izpeljava, lahko to
najde v knjigi [I]. Turingov stroj je abstrakten model ra¢unanja, ki sledi
strogim navodilom. Deli taksnega stroja so:

e Neskoncen trak — To je spomin, na katerem so napisane 0, 1 (vhodni
podatki) in prazna polja. Spomin je neomejen.

e Glava — Glava po traku bere in zapisuje podatke. V vsakem koraku
se nahaja nekje na traku, kjer vsebino polja lahko prebere in prepise,
nato pa se premakne za najvec¢ eno polje levo ali desno.

e Stanja in prehodi med njimi — So stroga, natanc¢na navodila za delova-
nje stroja. V vsakem koraku je stroj v enem izmed stranj. Glede na
trenutno stanje stroja in znak pod glavo, prehodi natanc¢no doloc¢ajo,
kaj glava zapise na trenutno mesto, kam se premakne in v katerem
stanju bo Turingov stroj v naslednjem koraku.

Alan Turing si je Turingov stroj zamislil leta 1936 in z njim matema-
ticno opredelil pojem racunalnika in izracunljivosti. Turingovi stroji so po
zmoznosti tega, kaj je z njimi mogoce izracunati, ekvivalentni racunalniskim
programonm.

Turingov stroj ima koncno sStevilo stanj in je v vsakem trenutku v enem
izmed teh stanj, zato ga lahko predstavimo z nizom nicel in enic. Za fiksne
vhodne podatke so izhodni podatki vedno enaki in ponovljivi, saj rezultat ni
odvisen od zunanjih dejavnikov ali nakljucja.

Church-Turingova hipoteza

Church-Turingova hipoteza pravi, da za vsak izracunljiv problem obstaja Tu-
ringov stroj, ki ga resi. Torej, ¢e Turingov stroj, ki resi problem, ne obstaja,
je problem neizracunljiv tudi z najmocnejsim racunalnikom. To je le hipo-
teza in je ne moremo dokazati, a vseeno sluzi kot definicija izracunljivosti.
Resnic¢na je za vse do sedaj znane prakti¢ne modele racunanja.

Simulacija Turingovega stroja z logicnimi izrazi

Ker bi bil temeljit dokaz obsezen in zahteven, bomo skicirali zgolj glavne
tocke. Nadobudnega bralca pa vzpodbujamo, naj si ve¢ prebere v literaturi
[1]. Glavne tocke dokaza:



e Turingovega stroja ni mogoce predstaviti le z enim konc¢nim logi¢nim
izrazom. Vsak logi¢ni izraz ima fiksno velikost, vhod Turingovemu
stroju pa je lahko poljubno velik. Zato popravimo nas cilj in Turingov
stroj predstavimo z druzino izrazov: Za vsako dolzino niza vhodnih
podatkov drugacen logicni izraz.

e 7 logic¢no funkcijo predstavimo i-ti korak Turingovega stroja. Vemo, da
je stanj Turingovega stroja kon¢no mnogo. Vhodnih podatkov Turin-
govemu stroju je bilo prav tako kon¢no mnogo in zaradi popravljenega
cilja vnaprej znano (recimo, da je bilo popisanih d elementov traku),
torej je po ¢ korakih zagotovo popisanih najve¢ d + ¢ polj traku. Iz
tega zaklju¢imo, da je vhodnih (in izhodnih) spremenljivk nasi logi¢ni
funkciji konéno mnogo in jo lahko sestavimo iz domin.

e [z zgornjih dveh alinej zakljuc¢imo, da lahko rezultat enega koraka Tu-
ringovega stroja izracunamo z dominami.

e Ce poznamo zgornjo mejo stevila korakov Turingovega stroja, ga torej
lahko predstavimo kot kompozicijo funkcij, ki izracunajo posamezne
korake. Zal pa se nekateri Turingovi stroji nikoli ne ustavijo, zato bi
za simulacijo takih strojev potrebovali neskonéno mnogo domin.

Prakti¢na izvedba

Nekateri Turingovi stroji se na nekaterih vhodih ne ustavijo, ampak racu-
najo v nedogled. Da bi tak rac¢un simulirali, bi torej potrebovali neskon¢no
mnogo domin, ali pa teko¢i trak in robota, ki bi domine postavljal hitreje
kot se podirajo. Posledi¢no je sestava Turingovega stroja zelo tezka. Vzrok
za to izhaja iz narave domin, saj se vsaka domina podre samo enkrat — reali-
zacija povratnih zank ni mogoca. Kljub temu so preproste programe, kot je
seStevanje dveh Stevil, ze sestavili iz domin, posnetki teh eksperimentov pa
so dostopni na spletnemu portalu Youtube.

Vabilo na MaRS 2019

Zgornji clanek je nastal kot povzetek projekta, izdelanega na matematicnem
taboru MaRS 2018. Bralce vabimo, da se nam pridruzijo naslednje leto, vec
na http://mars.dmfa.si/.
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