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MODALNA DEKOMPOZICIJA NARAVNE KONVEKCIJE V
NENEWTONSKIH TEKOCINAH

IZVvLECEK

V magistrskem delu predstavimo dinami¢no modalno dekompozicijo tokovnih struk-
tur, ki nastanejo pri naravni konvekciji nenewtonskih tekoc¢in v zaprti kotanji. Fizi-
kalni model vsebuje ohranitev mase, prenos toplote in gibalne koli¢ine, Ostwald-de
Waele potencni model za opis nenewtonske viskoznosti in Boussinesqov priblizek
temperaturne odvisnosti gostote. Fizikalni model reSimo numeri¢no s posploSeno
metodo konc¢nih diferenc, eksplicitnim Eulerjevim korakanjem in Chorinovo pro-
jekcijsko metodo. Implementiran resSitveni postopek preverimo preko primerjave z
objavljenimi rezultati za ve¢ razlicnih primerov. Pokazemo dobro ujemanje z re-
feren¢nimi re§itvami in konvergentno obnasanje metode. V nadaljevanju vpeljemo
dinami¢no modalno dekompozicijo, metodo za dolo¢anje glavnih elementov dina-
mike sistema, in jo demonstriramo na sinteticnem primeru. V glavnem delu metodo
uporabimo za analizo na¢inov dinamike naravne konvekcije nenewtonske tekocine
v zaprti kotanji. Analiziramo ve¢ razli¢nih nenewtonskih teko¢in v dveh razli¢nih
geometrijah in pokazemo spremembo glavnih elementov dinamike pri prehodu med
stacionarnimi in nihajo¢imi resitvami. Identificiramo elemente, ki pri newtonskih
tekocinah niso prisotni in pokazemo, da je dinamika za psevdoplasti¢ne nenewton-
ske tekoc¢ine bogatejsa.

Klju¢ne besede:

Modalna dekompozicija, nenewtonske tekocine, prenos toplote, naravna konvekcija,
Navier-Stokes, Ostwald-de Waele potenc¢ni model






MODAL DECOMPOSITION OF NATURAL CONVECTION IN
NON-NEWTONIAN FLUIDS

ABSTRACT

In this work, we present the dynamic mode decomposition of natural convection
in a non-Newtonian fluid within a closed cavity. The physical model considers
mass and momentum transport, Ostwald-de Waele power-law for a description of
non-Newtonian viscosity, and Boussinesq approximation for description of density
temperature dependency. The model is numerically solved with generalised finite dif-
ferences, explicit Euler stepping and Chorin’s projection method. The implemented
solution procedure is tested by comparison of computed results with published data
with good agreement achieved. We introduce dynamic mode decomposition and
demonstrate its performance on a synthetic case. The main part of this work is
focused on a mode analysis of natural convection of non-Newtonian fluid in a closed
cavity. We analyse different non-Newtonian fluids in two different geometries where
we are in particular interested in the transition from stationary to oscillatory solu-
tions. In addition, we identify elements of dynamics that are not present in New-
tonian fluids and show that the pseudoplastic non-Newtonian fluids exibit richer
dynamics in comparison with Newtonian fluids.

Keywords: Dynamic modal decomposition, non-Newtonian fluids, heat
transport, natural convection, Navier-Stokes, Ostwald-de Waele model,
power-law fluid
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Poglavje 1

Uvod

Naravna konvekcija je proces, ki nas spremlja na vsakem koraku. Najbolj nazorno jo
opazimo pri vremenu, ko recimo opazujemo, kako se hladen zrak zliva v dolino, ali ko
pred nevihto segret zrak silovito prodira v vigje plasti ozracja [I]. Po drugi strani je
naravna konvekcija pomemben proces v mnogih industrijskih panogah, saj je pogosto
glavni mehanizem prenosa toplote, zlasti v zaprtih obmocjih. Primer takega procesa
je ulivanje kovinskih izdelkov, kjer med strjevanjem zlitine zaradi visokih tempera-
turnih gradientov izrazita naravna konvekcija povzro¢a neenakomerno porazdelitev
zmesi in posledi¢no nepravilnosti v kon¢nem izdelku [2]. Zaradi njene vseprisotnosti
je studij naravne konvekcije priljubljena raziskovalna tema. Raziskovalci so opravili
ze vrsto teoreti¢nih [3], eksperimentalnih [4] in numeriénih Studij [5], da bi poglobili
razumevanje tega pojava. Pri tem je bila v ospredju pogosto obravnava mehanike
newtonskih tekocin, s predpostavko, da je viskoznost tekocine neodvisna od striznih
sil.

Slabost newtonskega modela je, da ne opise mnogih zanimivih tekoc¢in, kot so kri,
polimeri, barve, teko¢a hrana, organske zmesi in Se vrsto drugih kompleksnih zmesi.
Reologijo, vedo ki se ukvarja s tovrstnimi materiali, je vpeljal profesor Bingham na
zaCetku prejsnjega stoletja [6]. Obravnava nenewtonskih tekocin je v splognem tezja,
saj povezava med napetostnim in deformacijskim tenzorjem ni ve¢ linearna, temvec
je v splosnem odvisna od striznih sil [7]. Viskoznost nenewtonskih teko¢in se lahko,
glede na velikost striznih sil, veca ali manjsa [7]. Prav tako je lahko viskoznost
nenewtonske tekocine ¢asovno odvisna [§].

V grobem nenewtonske tekocine delimo na psevdoelasticne in dilatantne [9.
Psevdoelasti¢nim teko¢inam se z vecanjem strizne hitrosti viskoznost manjsa. Pri-
meri takih tekocin so ¢loveska kri [10], polimeri [I1], sadni sok [12] ali ke¢ap. Po-
znamo razlicna mikroskopska pojasnila, zakaj to tega prihaja. Najbolj ilustrativno
in preprosto pojasnilo se sklicuje na orientacijo molekul. DaljSe polimerne molekule
so v tekocini sprva naklju¢no orientirane in nasprotujejo gibanju, zaradi striznih sil
pa se del molekul medsebojno poravna. TakSna mikroskopska struktura tekocine se
posledi¢no manj upira gibanju. Upor Se dodatno izzveni, ko se pri vecjih striznih
hitrostih molekule uredijo.

Dilatantne tekoc¢ine, katerim viskoznost narasca s strizno hitrostjo, so bolj redke.
Priljubljen primer take tekocine je Oobleck, tj. zmes Skroba in vode. Oseba, lahko
z zelo energi¢nimi koraki po taki tekoc¢ini hodi, medtem ko v njej potone, kadar
miruje. Na mikroskopskem nivoju fenomen pojasnimo tako, da tekocina deluje kot
lubrikant med delci v primeru majhnih striznih hitrosti, v primeru visokih striznih
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Poglavje 1. Uvod

hitrosti pa prevladuje interakcija trdnih delcev.

Poleg psevdoelasti¢nih in dilatantnih tekocin poznamo tudi Binghamove pla-
sticne materiale, ki se pri nizkih napetostih obnasajo kot trdne snovi in kot viskozne
tekoc¢ine pri vigjih napetostih [6]. Tak prehod, opisan z viskoznostjo, predstavimo
kot prehod med neskon¢no viskoznostjo trdnine in konc¢no viskoznostjo tekocine.
Priblizek neskonc¢ne viskoznosti lahko za nenewtonske tekoc¢ine uporabimo le na
kratki ¢asovni skali, a tudi takrat se izkaze, da Se vedno tecejo (¢eprav so v obmodju
trdnin), le da imajo zelo veliko viskoznost [13].

Ne glede na tip tekocine je razumevanje njenega gibanja klju¢nega pomena za
analizo naravne konvekcije, kar se pogosto obravnava numeri¢no. Simulacije meha-
nike tekocin so pravzaprav paradna disciplina s podro¢ja numeriéne analize [5] in
visoko zmogljivega racunalnistva [14]. Leta 1983 je de Vahl Davis v svojem znameni-
tem ¢lanku [15] objavil referen¢no resitev naravne konvekcije zraka v zaprti kotanji
z razlicno segretimi vertikalnimi stenami in adiabatnimi horizontalnimi stenami.
Mnogi avtorji so njegov izra¢un ponovili in s tem potrdili numeri¢no resitev [16], [17].
Sledila je poplava objav, kjer so avtorji analizirali naravno konvekcijo okoli razli¢nih
segretih oblik, kot so valji 18], skatle [19] ali torusi [20], preucevali razli¢ne izbolj-
Save numeri¢nih postopkov [21] in razli¢ne robne pogoje [22]. Ozoe in Churchil |23]
sta bila med prvimi, ki sta ze leta 1972 numeri¢no preucevala stabilnost naravne
konvekcije nenewtonske tekocine v kotanji. Referen¢no resitev, primerljivo Davi-
sovi [I5], za newtonske teko¢ine je za nenewtonske tekoc¢ine s sodelavei leta 2003
predstavil Kim [24], kjer so obravnavali Ostwald—de Waelejev potenéni model. Ki-
movo Studijo [24] je s sodelavei leta 2011 nagradil Turan [25], kjer so avtorji temeljito
preiskali prostor resitev za razlicne tipe tekoc¢in pri razli¢nih pogojih. Pri tem so se
dotaknili tudi prehodov med nac¢ini prenosa toplote. Istega leta je Moraga s sodelavci
pripravil primerjavo razli¢nih nenewtonskih modelov (Ostwald—de Waele, Herschel-
Bulkley, Binhgam in Papanastasiou), kjer so poleg naravne konvekcije obravnavali
tudi fazni prehod [26]. Poleg omenjenih je bilo v zadnjih letih objavljeno kar nekaj
Studij naravne konvekcije nenewtonskih tekocin, kjer avtorji preucujejo razli¢ne po-
jave, npr. prenos toplote med grelnim telesom in robom domene [27] 28|, uporaba
razli¢nih numeri¢nih metod [29] in simulacija strjevanja zlitin [30].

V splo$nem numericna simulacija naravne konvekcije nudi hitrostno ter tempera-
turno polje v vseh rac¢unskih tockah za vsak ¢asovni korak simulacije, kar predstavlja
ogromno koli¢ino podatkov. Analiza teh podatkov je lahko izredno tezavna, posebej
kadar imamo opravka z oscilatornim ali e huje turbulentim rezimom. Pogosto nas
ne zanimajo vse podrobnosti dinamike, temvec¢ le njene najbolj pomembne kom-
ponente. Obstaja vrsta tehnik za dekompozicijo tokovnih struktur, kot so iskanje
globalnih lastnih nihajnih nacinov [31], ortogonalna dekompozicija [32] in uravno-
veSena ortogonalna dekompozicija [33]. Dinamiéna modalna dekompozicija je rela-
tivno nova tehnika, ki jo je vpeljal Schimd leta 2010 [34] namensko za obravnavo
tokovne dinamike, ki iz ¢asovne vrste podatkov izlusc¢i nihajne nacine s konstantno
frekvenco. Z dinami¢no modalno analizo poleg krajevne klasifikacije nacinov prido-
bimo tudi znanje o posameznih nac¢inih. Metoda tako zdruzuje lastnosti ortogonalne
dekompozicije in Fouriereve transformacije, kar jo uvrséa med priljubljene metode
za dolocanje nihajnih nac¢inov dinamicnih sistemov.

V magistrskem delu se bomo posvetili aplikaciji dinami¢ne modalne dekompozi-
cije na dinamiki naravne konvekcije nenewtonske tekoc¢ine v zaprti kotanji. V prvem
koraku bomo implementirali resitveni postopek za simulacijo naravne konvekcije in
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preverili izracune preko primerjave z objavljenimi rezultati. V naslednjem koraku
bomo implementirali algoritem za dinami¢no modalno dekompozicijo ter preverili
njegovo delovanje na sinteti¢nem primeru z znanim oscilatornim obnasanjem. V za-
dnjem delu bomo zdruzili oba koraka in analizirali dinamiko v okolici znanih oscila-
tornih resitev kvadratne in pravokotne kotanje, podanih v [35], za razli¢ne vrednosti
parametrov.
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Poglavje 2

Fizikalni model

Naravna konvekcija je pojav, kjer gibanje tekocine povzroci razlika v gostoti hladne
in tople tekocine. Poglejmo si, kako pojav opiSemo s fizikalnim modelom. Osnovni
fizikalni model, ki opisuje naravno konvekcijo, vsebuje prenos toplote, prenos gibalne
koli¢ine, ohranitev mase in uposteva temperaturno odvisnost gostote medija. V tem
poglavju bomo na kratko opisali izvor osnovnih ena¢b hidrodinamike, jih sklopili z
enacbo za prenos toplote in natanc¢neje definirali, kaj so nenewtonske tekocine.

2.1 Enacbe hidrodinamike

2.1.1 Lagrangeev in Eulerjev opis gibanja

Poznamo razlicne pristope k opisu toka tekoc¢in. V Lagrangeevem opisu obravna-
vamo posamezne delc{] [36] tekocine in tok opisemo z njihovimi lastnostmi, medtem
ko v Eulerjevem opisu tok predstavimo s polji lastnosti tekocine na danih mestih.
Eulerjev pristop omogoca lazji opis tekocine in je primernejsi za primerjavo z ekspe-
rimenti pri katerih merimo lastnosti toka na nepremic¢nih merilnih mestih. Za opis
premikajoce se tekocine s hitrostjo v uvedemo substancialni odvod

D 0

DL~ a1 +v-V, (2.1)
kjer leva stran predstavlja Lagrangeev in desna Eulerjev opis. Fizikalni pomen
enacbe razlozimo z miselnim eksperimentom: Imejmo opazovalca, ki meri tem-
peraturo tekocine v premikajofem se testnem volumnu. Sprememba temperature,
ki jo izmeri, ni odvisna samo od ¢asovne spremembe temperaturnega polja na tre-
nutnem mestu ampak tudi od razlike med temperaturama na trenutnem in predho-
dnem mestu. S premikom med mestoma z razli¢cnima temperaturama bi opazovalec
izmeril spremembo temperature cetudi se samo polje v tem ¢asu ne bi spremenilo.

2.1.2 Ohranitev mase

Masa (m) delca tekocine se v Lagrangeevem opisu ohranja

D D(pV D DV
m_Dev) b DV, (2.2)

Dt Dt Dt " PDr

!Infinitezimalni volumni tekocine, za katere privzamemo, da so homogeni.
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Poglavje 2. Fizikalni model

kjer smo z p oznacili gostoto tekocine in z V' njen volumen. Relativni volumski
raztezek poveZemo z normalnimi komponentami deformacije [37, 38| in ga zapisemo

kot %% = V . v ter dobimo kontinuitetno enacbo

Dp dp

— +pV.v=—+V-(pv)=0. 2.3
o T° Y (pv) (2.3)
Enacbo (2.3) lahko dodatno interpretiramo preko integracije po testnem volumnu
V. Prvi ¢len je tedaj integral gostote po konénem volumnu, kar nam opiSe maso
znotraj istega volumna, oziroma njen ¢asovni odvod. Drugi ¢len z uporabo Gauss-
Ostrogradsky-jevega izreka prevedemo na povrsinski integral in dobimo

om + ¢ pvdS =0, (2.4)
ot oV
kjer je S rob volumna V. Zadnja enaCba nam pove, da je sprememba mase znotraj
testnega volumna V' enaka razliki masnih tokov preko roba S.

V nadaljevanju diskusije se bomo ukvarjali le s tokovi, kjer bodo hitrosti majhne
v primerjavi s hitrostjo zvoka, kar nam omogoca, da tekoc¢ino obravnavamo v nesti-
sljivem priblizku [39]

Dp
— =0 2.5
g (25)
iz Cesar sledi Se
V.v=0, (2.6)

kar nam bo v nadaljevanju nekoliko olajsalo obravnavo.

2.1.3 Ohranitev energije

V opisu naravne konvekcije moramo uposStevati ohranitev energije. Poleg predpo-

stavke o nestisljivosti, % = 0, dodatno privzamemo konstantno specificno toploto

cp- Ponovno se sklicujemo na predpostavko o Sibkih tokovih in zanemarimo delo
viskoznih sil [38]. Temperatura se spreminja le zaradi neto spremembe toplote.

Zapisemo ohranitev
DT
c,— =—V -] , 2.7
kjer so s ¢ oznaceni notranji izvori toplote in z 7 toplotni tok, ki ga opiSemo s
Fourierjevim zakonom

Jg =-\VT, (2.8)
kjer je A toplotna prevodnost. Ohranitev energije kon¢no zapiSemo z enac¢bo
T
PCp E%—U-VT =V .-(AVT) +q. (2.9)

2.1.4 Ohranitev gibalne koli¢ine

Poleg ohranitve mase in energije je za opis naravne konvekcije pomembna Se obrav-
nava gibanja tekoc¢ine, kar opiSemo preko ohranitve gibalne koli¢ine. Opis mehanike
kontinuuma za¢nemo z vpeljavo napetostnega ali tlacnega tenzorja (o), skiciranega
na sliki[2.1] Tla¢ni tenzor je v mehaniko kontinuumov uvedel Cauchy in z njim opisal
gostoto sil na navideznih stikih povrs$in kontinuumov pri predpostavki, da je tla¢na
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Slika 2.1: Skica napetostnega tenzorja v kartezi¢nih koordinatah. Povzeto po [9].

obremenitev v poljubni toc¢ki kontinuuma popolnoma doloc¢ena s simetricnim ten-
zorjem 2. reda [40]. Silo na posamezni del kontinuuma zapiSemo preko napetostnega
tenzorja kot

f=V-.o (2.10)
Drugi Newtonov zakon, zapisan za kontinuum, opisuje Cauchyjeva enacha
Dv
—__ -V. (zun) 2.11

kjer smo z &' oznadili zunanje sile. Iz prakti¢nih razlogov napetostni tenzor
pogosto razcepimo na dva dela

o=-—-pl+T. (2.12)

Prvi ¢len predstavlja tlacno obremenitev, kjer smo s p oznacili tlak in drugi ¢len
opisuje prispevek striznih ali viskoznih sil, kjer smo vpeljali strizni tenzor 7. Tak
razcep je uporaben iz vsaj dveh razlogov. Prvi je, da nas pogosto zanima tlak,
ki je z razcepom neposredno izrazen, in drugi, da se obravnava razlicnih druzin
tekoCin odraza v razli¢ni obravnavi striznega tenzorja. ZapiS§imo Cauchyjevo enac¢bo
z upostevanjem (2.12))

Dv

"Dt

Enacba je Sse vedno nepopolna, saj manjka povezava med striznim tenzorjem in
strizno hitrostjo. 1z eksperimentov je znano, da se napetosti v tekoc¢ini pojavijo ob

striznih gradientih hitrosti, ki jih opiSemo preko ¢asovnega odvoda deformacijskega
tenzorja in imenujemo tenzor striznih hitrosti [41]

i@ — % (Vo + (VoT)). (2.14)

= —Vp+ V.74 pftun), (2.13)

Zapisimo splosno relacijo med striznim napetostnim tenzorjem in tenzorjem striznih
hitrosti
T =n(u)u, (2.15)
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Slika 2.2: Shematski prikaz razli¢nih tipov zvez med viskoznim in striznim delom
napetostnega tenzorja. Povzeto po [9)].

kjer smo vpeljali novo koli¢ino tenzor viskoznosti n. V primeru izotropnih new-
tonskih tekocin se 1 poenostavi v konstanto. Enacbo (2.15) s konstantno visko-
znostjo poznamo tudi pod imenom Newtonov zakon viskoznih tekocin. ZapiSimo
enacbo (12.13)) za nestisljivo newtonsko tekocino [41]

0
p ( 7Y V"’) = —Vp+ V- (Vo) + pf), (2.16)

kjer prepoznamo Navier-Stokesovo enacbo.

2.1.5 Nenewtonske tekocdine

Nenewtonske tekocine so tiste tekocine, kjer viskozni ¢len tla¢nega tenzorja ni vec
linearno odvisen od strizne hitrosti (slika [2.2)).

Podobno kot v newtonskih tekocinah je osnova za opis gibanja teko¢ine Cauchy-
jeva enacba , le da je to pot viskoznost odvisna od hitrostnega gradienta

n = n(w). (2.17)

Na voljo je vec¢ fizikalnih modelov viskoznosti teko¢in. Nekateri so osnovani na mi-
kroskopskih lastnostih materialov, medtem ko so drugi rezultati empiri¢nih dognanj.
Ostwald-de Waele potencéni model je najpreprostejsi model nenewtonskih tekocin, ki
ga lahko uporabimo za psevdoelasti¢ne in za dilatantne tipe nenewtonskih tekocin.
Model zapisemo kot

n=nou" ', (2.18)

kjer sta n in 1y parametra modela s katerima dolo¢imo njegovo obnasanje. Model s
potenco n = 1 omeji model na opis newtonskih tekocin, vrednosti n < 1 opisujejo
psevdoelasti¢ne tekoc¢ine in vrednosti n > 1 dilatantne tekoc¢ine. Potenc¢ni model je
dobra aproksimacija kadar imamo opravka z relativno majhnimi striznimi hitrostmi.
Takrat lahko recemo, da sta ny in n konstantna.

Na voljo imamo tudi naprednej$e modele, ki pokrijejo Sirsi razpon striznih hitro-
sti. Carreau-Yasuda model je neposredna razsiritev Ostwald-de Waeleovega modela,
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2.2. Model naravne konvekcije v zaprti kotanji

ki opiSe asimptotsko obnaSanje z vmesnim potenc¢nim modelom. Herschel-Bulkley
model uposteva tudi prehod v plasti¢no obnasanje, kar Se bolje popise Papanastasiou
model [26].

2.1.6 Boussinesqov priblizek

Do polnega fizikalnega modela naravne konvekcije nam manjka samo Se sklopitev
prenosa toplote in gibalne koli¢ine. Sklopitev vpeljemo preko Boussinesqovega pri-
blizka za opis temperaturne odvisnosti gostote, kjer privzamemo, da je sprememba
gostote dovolj majhna, da jo zanemarimo povsod, razen v gravitacijskem c¢lenu.
Taksna predpostavka posredno implicira, da so vsi pospeski znotraj toka tekocine
majhni v primerjavi z gravitacijskim pospeskom (g) (|52 | < |g|) [42]. Vpliv tempe-
raturne odvisnosti gostote se tako odraza le v zunanji sili £**™ gibalne enacbe (2.11)

) = Apg = —BpATg, (2.19)

kjer sta [ temperaturni koeficient prostorninskega raztezka in AT sprememba tem-
< 1, je prispevek k zunanji sili zelo majhen in zato

perature. Z upostevanjem ’%
tudi pospeski znotraj toka tekocine ostanejo majhni, v primerjavi z gravitacijskim
pospeskom.

2.2 Model naravne konvekcije v zaprti kotanji

Predstavili smo vse mehanizme, ki jih potrebujemo za opis naravne konvekcije nesti-
sljive tekoc¢ine. Model temelji na sistemu treh sklopljenih parcialnih diferencialnih
enacb - dveh skalarnih, ki opisujeta tlak in temperaturo, ter ene vektorske, ki opi-
suje hitrostno polje. Sistem dopolni Oswald-de Waelov model viskoznosti. Problem
resujemo v dvodimenzionalni diferencialno segreti zaprti kotanji (slika , kjer na
levem robu predpisemo temperaturo Ty ter na desnem robu temperaturo T¢. Zgor-
nji in spodnji rob sta toplotno izolirana. Vsi robovi so neprepustni in nedrsedi.
Sistem zapiSemo kot

Vv =0, (2.20)
pD—? =—Vp+ V- (nVv) — gppAT, (2.21)
DT
1 -
1=m(31vo+ o0 " (2.23)

Parametre dinamic¢nih lastnosti sistema opiSemo z dvema brezdimenzijskima Ste-
viloma. Rayleighovo Stevilo (Ra) opisuje nacin termalne dinamike sistema. Pri
nizkih Rayleighovih $tevilih je tok tekocine laminaren in vecina transporta toplote
poteka preko difuzije, medtem ko pri vecjih vrednostih tok postaja turbulenten, kjer
prevladuje konvektivni prenos toplote. Prandtlovo stevilo (Pr) je lastnost tekoc¢ine in
predstavlja razmerje med difuzijo toplote in difuzijo gibalne koli¢ine. V newtonskih
tekocinah brezdimenzijski Stevili izracunamo iz parametrov primera in tekocine

? ATH?
= P@IPar 7 95 in Pry= 1%

R
40 ) A

(2.24)

21



Poglavje 2. Fizikalni model
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Slika 2.3: Skica numeri¢nega primera.

za visino votline H. Zgornja definicija se v nenewtonskih tekoc¢inah izkaze za nepri-
merno, saj se tako definirani $tevili Ra in Pr v sistemu lokalno spreminjata.
Viskoznost izrazimo s karakteristicnimi vrednostmi [25]

- n— Ukarakt. \ "1 a \nl
1~ 10 Ujgraks. ~ 0 ( a; > ~ Mo (ﬁ) ; (2.25)

kjer je z L oznacena Sirina kotanje, ki je v obravnavanih primerih vedno enaka 1 in jo

bomo v nadaljevanju izpustili, in z a = p% toplotno prevodnostjo. V nadaljevanju
P

tako uporabimo brezdimenzijski Stevili

ATHn+2
= pgpATH™ " in Pr=Rgn-2pi-n, (2.26)
a1 p

Ra

Pogosto se rezultate ovrednoti (Nu), ki opisuje razmerje med konvektivnim in pre-
vodnim prenosom toplote na robovih. Sledimo definiciji iz [25]

L oT
Nu=——|— . 2.27
YT Ty — 1o, (2.27)
Vpeljimo e brez dimenzijski ¢as [25]
~ A
t= t. 2.28
e (2.28)

2.3 Numeric¢ni reSitveni postopek

Sistem enacb nima analitiéne reSitve zato ga bomo reSevali numeri¢no. Za nu-
meri¢no reSitev moramo diskretizirati prostor in ¢as ter poskrbeti za nelinearno
tla¢no-hitrostno sklopitev. Za aproksimacijo krajevnih diferencialnih operatorjev
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2.3. Numeric¢ni resitveni postopek

uporabimo posplogeno metodo kon¢nih diferenc [43], za ¢asovno korakanje upora-
bimo eksplicitno Eulerjevo metodo in tla¢no-hitrostno sklopitev resimo s Chorinovo
projekcijsko metodo [44].

V prvem koraku si oglejmo krajevno diskretizacijo. Obravnavano obmodje (Q2)
enakomerno pokrijemo z rac¢unskimi toc¢kami z medsebojnim razmakom h. Ozna-
¢imo skupno Stevilo tock N, od tega naj jih bo N, na robu in /N; v notranjosti.
Vsaki tocki p pripiSemo soses¢ino S(p) = {sp1,-..,5pn}, sestavljeno iz n najblizjih
sosedov x; (vklju¢éno s toc¢ko z;). Podobno kot obi¢ajna metoda koné¢nih diferenc,
tudi posplosena metoda kon¢nih diferenc i¢e aproksimacijo operatorja £ na splo$ni
funkciji v v tocki p v obliki

(p) ~ 3 win(sp,). (2.29)

Zelimo si, da bi bila aproksimacija (2:29) tona za ¢im ve¢ funkcij u. V nasem
primeru zahtevamo to¢nost aproksimacije za monome do drugega reda. Ce oznacimo

mo((z,y)) = 1, mi((z,y)) = z, ma((z,y)) =y, ms((z,y)) = a?, ma((z,y)) = zy,
m5((:c, y)) = y?, nam zahteve to¢nosti

(Lm;)(p E wim;(Sp.i) (2.30)
tvorijo sistem m linearnih enac¢b z n neznankami:

mi(sp1) -+ ma(spn) | |w (Lmy)(p)
: : | = : . (2.31)

ms(sp1) - ms(spn)| |wn (Lms)(p)

Oznacimo zgornji sistem z Mw = €. V splosnem je Stevilo tock v sosesc¢ini n vedje
od Stevila monomov, za katere zahtevamo to¢nost aproksimacije, kar nam pusti n—>5
prostostnih stopenj pri izbiri utezi w;. Te porabimo tako, da zahtevamo, da so utezi
¢im manj$e — minimizirati Zelimo utezeno normo vektorja utezi w = (wq,...,w,).
Natanc¢neje, utezi w; so resitev naslednjega optimizacijskega problema:

min Z w;/¢;)?  pri pogoju Mw = £, (2.32)

W1ye-yWn <

kjer utezi ¢; iz norme pogosto izberemo iz Gaussove funkcije 1; = exp(—||p — sp.l|*/0%),
za dolocen skalar og. S tako izbiro utezi ¢; dosezemo, da je utez w;, ki pripada tocki

p sorazmerno vedja kot ostale, kar vodi v numeri¢no ugodnejse lastnosti (matrika
sistema je blizje diagonalno dominantni).

Minimizacijski problem lahko gledamo tudi kot poddolo¢en linearni sistem,
pri katerem is¢emo reSitev z minimalno normo. Za take sisteme obstajajo standardni
postopki reSevanja z QR ali SVD razcepom [45], v splosnem pa lahko napisemo
resitev kot

w =M (MU2MT) e, (2.33)

kjer je U diagonalna matrika utezi ;.
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Poglavje 2. Fizikalni model

S pomodjo enacbe (2.33)) izra¢unamo aproksimacijske utezi w za vsak operator
in za vsako tocko diskretizirane domene vnaprej, Se preden zacnemo s ¢asovno ite-
racijo. V primeru klasi¢nih kon¢nih diferenc je n = 5 in soses¢ina ima (v notranjosti
domene) vedno enako obliko in lahko postopek izra¢una utezi izvedemo kar na roko.
Opisani postopek je splosen in dovoljuje uporabo ve¢ tock iz sosesc¢ine, ki niso nujno
vedno enako razporejene. Za reSevanje naSega problema bomo uporabili n = 12
tock. Vnaprej bomo izracunali utezi 'w(acl-7 C%) za vse parcialne odvode a%j za vse

tocke x; v domeni. Ko zelimo dobiti aproksimacijo npr. gradienta hitrosti v, moramo

vsak izraz % ovrednoten v neki tocki p le zamenjati z aproksimacijo
J

v B 0
gz, )~ Z wk(p: o) (2:34)
ki jo enostavno in uc¢inkovito izracunamo z zgornjim skalarnim produktom vektorjev
utezi in vrednosti polja.

Casovno korakanje izvedemo z eksplicitno Fulerjevo metodo, kjer za izracun
novega Casovnega uporabimo vrednosti obravnavanih polj iz prejsnjega casovnega
koraka. Kot primer si oglejmo ¢asovno diskretizirano enacbo (2.21)):

Vo — U
At

kjer indeksa 1 in 2 oznacujeta prejs$nji in trenutni ¢asovni korak ter At razliko med
njima. Ostane nam Se tlacno-hitrostna sklopitev, ki jo resimo s Chorinovo projek-
cijsko metodo [44]. V prvem koraku s pomodcjo enacbe (2.35]), v kateri zanemarimo
tlak, izra¢unamo hitrost

1
= —;Vpl — (01V) - vy + V%0, — gpBAT, (2.35)

S

1
=v; — At (;Vpl — (v1V) - v1 + V30, — gpﬁAT) , (2.36)

ki ne zadosti enacbi (2.20)) in jo zato imenujemo vmesna hitrost. Vmesni hitrosti
pristejmo tak popravek ¥, da bo popravljena hitrost zadostila enacbi ([2.20))

V.(v+0)=0. (2.37)
Predpostavimo, da je popravek hitrosti odvisen le od tlaka, to zapiSemo kot
At
v=——Vp. (2.38)
P

Na enacbo (2.38) delujmo z divergenco in upostevajmo ([2.37), da dobimo znano

tlacno Poissonovo enac¢bo

Vip=—-—V-9. (2.39)
P

Robne pogoje za enacho dobimo tako, da ena¢bo (2.38) na robu pomnozimo
z normalnim vektorjem in uposStevamo robne pogoje za hitrost, dobimo
dp
B =
Opazimo, da imamo samo Neumannove robne pogoje, kar pomeni, da je reSitev
tla¢ne enacbe dolo¢ena do konstante natan¢no. Problem reSimo z dodatno zahtevo

/ pdQ = 0, (2.41)
Q

0, za r €N (2.40)
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Stanja kvadratne kotanje tekom reSevanja pri Ra =5000, Pr=0.01inn=1

0 1

Temperatura

Slika 2.4: Stanja kvadratne kotanje tekom reSevanja za Ra = 5000, Pr = 0,01
in n = 0,8. Temperaturno polje je prikazano z barvnim ozadjem in smer toka s
tokovnicami.

s ¢imer imamo vse pripravljeno za numeri¢no resevanje danega problema. ReSitveni
postopek implementiramo v programskem jeziku C++ s pomocjo odprto-kodne knji-
znice Medusa [46].

2.4 Numeri¢ni primeri

Pripravljeno imamo Ze vse potrebno za izracun dinamike naravne konvekcije. Na
sliki predstavimo nekaj ¢asovnih izsekov reSitve naravne konvekcije psevdoela-
sticne n = 0,8 nenewtonske tekocine s Prandtlovim Stevilo Pr = 0,01 pri pogojih
Ra = 5000. Dokaj dolgocasen potek se umiri v stacionarnem stanju. Nekoliko bolj
zanimiva dinamika se razvije pri naravni konvekciji v pravokotni kotanji pri bolj
agresivnih pogojih Ra = 500000, kjer se reSitev ne umiri, temvec preide v stabilno
nihanje treh vrtincev.

V naslednjem koraku preverimo ali se nasa reSitev ujema z rezultati iz litera-
ture [25], kjer naredimo primerjavo za tri nenewtonske tekoc¢ine in newtonsko teko-
¢ino s Pr = 10 pri pogojih Ra = 10%. Primerjamo povpre¢no Nusseltovo $tevilo na
levem robu kotanje. Zanimata nas ali se reSitev ujema z referen¢nimi vrednostmi in
ali se reSitev obnasa konvergentno. Slika nudi odgovor na obe vprasanji. Za vse
Stiri primerjave dobimo relativnho dobro ujemanje, prav tako v vseh Stirih primerih
nasa resitve konvergira na relativno Sirokem intervalu diskretizacijskih tock.
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Poglavje 2. Fizikalni model

Stanja pokoncne kotanje tekom reSevanja pri Ra= 500000, Pr=0.01 inn=0.8

0 i
Temperatura

0.3 0.39 0.49 0.59 0.69

Slika 2.5: Stanja pokonc¢ne pravokotne kotanje tekom reSevanja za Ra = 500 000,
Pr = 0,01 in n = 0,8. Temperaturno polje je prikazano z barvnim ozadjem in smer
toka s tokovnicami.
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Slika 2.6: Prikaz konvergence povprecne vrednosti Nusseltovega Stevila ob pove-
¢evanju natancnosti diskretizacije za razlicne stopnje nenewtonskosti. Prekinjena
vodoravna ¢rta predstavlja referen¢no vrednosti iz [25].
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Poglavje 3

Modalna dekompozicija

Analiza hidrodinamic¢nih sistemov je zapleten proces, saj koli¢ina podatkov, ki jih
tipi¢no dobimo iz reSitve problema, hitro preseze ¢lovesko sposobnost obdelave. To
nas spodbudi k iskanju nacinov za izlo¢anje najpomembnejSih elementov resitve.
Raz8irjena metoda za doloCanje glavnih elementov dinamike iz ¢asovnih zaporedij je
modalna dekompozicija. Uporabimo njeno izpeljanko, tj. dinamicno modalno dekom-
pozicijo (DMD, ang. dynamic mode decomposition) [47H52], ki zdruzuje krajevne la-
stnosti ortogonalne dekompozicije in frekvencéne lastnosti Fourierove transformacije.
Z njo lahko poleg krajevne identifikacije pomembnih dinami¢nih komponent sistema
izlus¢imo tudi njihov ¢asovni potek. DMD je bila prvotno razvita in uporabljena
v okviru hidrodinamike, a je bila kasneje zaradi svoje sploSnosti uporabljena tudi
na drugih podrod¢jih, npr. za prepoznavanje ozadja pri ra¢unalniskem vidu [53], pri
analizi Sirjenja nalezljivih bolezni [54], itd.

3.1 Algoritem

Metoda DMD je osnovana na obdelavi numeri¢nih oziroma eksperimentalnih podat-
kov. Osnovna ideja dekompozicije je iskanje linearne preslikave A,

Viy1 = A’UZ‘, (31)

ki kar najbolje poveze zaporedni stanji sistema wv; in v;41, ¢asovno razmaknjeni
za At. V nelinearnih sistemih nam A podaja kon¢no dimenzionalno aproksima-
cijo neskoncno dimenzionalnega linearnega Koopmanovega operatorja. Koopmanov
operator in povezava z DMD sta natan¢neje opisana v dodatku [A]

V nadaljevanju bomo opisali algoritem za toéno DMD (ang. exact DMD) povzet
po [49]. Algoritem deluje na zaporednih stanjih sistema v; dolzine M, ki jih vzor¢imo
7z izbranim ¢asovnim razmakom At. Posamezna stanja splos¢imo v stolpce in zlozimo
v matriko stanj

Vﬁ\’: Vi Uijy1 - UN]? (3-2)

kjer je N stevilo vzorcenj stanj sistema.

V obravnavanih sistemih je Stevilo elementov v posameznem stanju M praviloma
veliko vecje od Stevila vzoréenj N. Pomeni, da so matrike stanj V'V visoke in ozke,
kar v algoritmu izkoristimo za ucinkovit izra¢un modalne dekompozicije M x M
matrike A.
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Poglavje 3. Modalna dekompozicija

Linearno preslikavo (3.1)) zapisimo na zaporednihﬂ stanjih:
lev = |:AU0 Av; - A’UNA} = AV(])Vi1 (3.3)

in na matriki predhodnih stanj V)'~! opravimo reduciran singularni razcep (SVD,
ang. singular value decomposition)

VyTt=USW". (3.4)

Singularni razcep ima Ze sam po sebi fizikalni pomen. Stolpci matrike U predsta-
vljajo lastne vektorje ortogonalnega razcepa (POD, ang. proper orthogonal decom-
position), singularne vrednosti v diagonalni matriki S pa njihovo moiﬂ Dimenzio-
nalnostﬁ dinamike lahko razberemo Ze iz nabora singularnih vrednosti. V primeru
nizko dimenzionalne dinamike so singularnih vrednosti eksponentno padajoce in
lahko postopek nadaljujemo s prirezanim SVD razcepom, kjer ohranimo le prvih r
singularnih vrednosti in pripadajocih levih ter desnih lastnih vektorjev. S prirezom
pospeSimo numeri¢ni izracun in zmanjSamo vpliv Suma. Pri tem moramo biti pa-
zljivi, da ne odrezemo Sibkih, a Se vedno pomembnih, delov dinamicnih lastnosti
obravnavanega sistema.

Razcep (3.4) vstavimo v enac¢bo (3.3)) in jo preoblikujemo:

VY = AUSWT (3.5)
U'viws ' =U'AU .= A. (3.6)

Tu A predstavlja projekcijo A na lastne vektorje ortogonalne dekompozicije. Tak
zapis je ugodnejsi, saj je A velikosti r X r namesto originalne M x M matrike A.
V nadaljevanju pois¢emo lastne vrednosti A in lastne vektorje w matrike A:

Aw = \w. (3.7)

Lastne vrednosti A in A so enake, lastne vektorje pa preslikamo iz projecirane

reprezentacije kot
1
p= XV{VWS*Lw, (3.8)

kjer smo s ¢ oznadili lastne vektorje A. V nadaljevanju ¢ imenujemo tudi lastni
vektorji DMD. Povezava je natancneje utemeljena v dodatku

Razlika med algoritmoma za to¢no in obi¢ajno oziroma projicirano DMD (ang.
projected DMD) iz [34] je v izrazu (3.8) za pretvorbo lastnih vektorjev A. Pred-
nost to¢ne DMD je, da so lastni vektorji dejansko pravi lastni vektorji A in ne le
njihova projekcija na Vév’l, ter, da deluje na parih zaporednih vrednosti namesto
na celotnem zaporedju.

1Zapis z zaporednimi stanji je priro¢en za analizo hidrodinami¢nih sistemov, kjer so le ta zaradi
sekvenéne narave reSevanja na voljo. To ni splo$na omejitev algoritma. Algoritem potrebuje le
zaporedne pare z; in f(z;), kjer f predstavlja razvoj analiziranega sistema v izbranem ¢asovnem
intervalu.

2Koeficient, ki podaja vpliv posameznega lastnega vektorja v linearni kombinaciji.

3Koliko lastnih na¢inov potrebujemo za dober opis dinamike.
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3.2 Propagacija in pomen lastnih vrednosti

Resitve lastnega problema operatorja A se v literaturi obi¢ajno uporabljajo za ana-
lizo dinami¢nega sistema, lahko pa jih uporabimo tudi za (nizko dimenzionalno)
napoved obnaSanja. Stanje za poljuben cas t; = tq + tAt lahko v diskretni obliki
zapisemo kot

v; = ZkaZbk, (3.9)
f

kjer vektor b = (by) predstavlja projekcijske koeficiente stanja on to v prostoru, ki
ga razpenjajo lastni vektorji. Izracun b je natanc¢neje opisan v poglavju [3.3|

Zanima nas zvezno obnaSanje obravnavanega sistema. Diskretno vzorceni po-
datki pravzaprav predstavljajo stanja zveznega sistema

dv
— = Av. 3.10
Zvezno in diskretno dinamiko povezemo z
A = exp(AAL) (3.11)
ter zapiSemo zvezno Sirjenje
v(t) =) oy exp(wit)by, (3.12)
k

kjer smo uporabili lastne vrednosti w; zvezne preslikave. Te dobimo s pomocdjo
diskretnih lastnih vrednosti (A;);_;, izra¢unanih z DMD:

1
At

w log (). (3.13)
Lastne vrednosti DMD so v sploSnem kompleksna Stevila iz katerih lahko izlus¢imo
dinamic¢ne lastnosti lastnih nacinov. Argument lastne vrednosti podaja krozno fre-
kvenco, magnituda pa ¢asovni potek moci lastnega nacina.

Pri uporabi DMD na realnih sistemih mora biti tudi rezultat linearne kombinacije
lastnih nacinov v realnem prostoru. Zahtevi lahko zadostimo na dva nacina:

e Lastni nacini z realnimi lastnimi vrednostmi in vektorji. Ti predstavljajo na-
¢ine s frekvenco 0. Njihova magnituda se lahko kljub temu s ¢asom spreminja
glede na velikost pripadajoce lastne vrednosti. Kadar povprecje vhodnih po-
datkov ni enako 0 vedno dobimo glavni lastni nacin s frekvenco 0 in magnitudo
1, ki predstavlja ozadje.

e Pari kompleksno konjugiranih lastnih vrednosti in vektorjev. Lastni nacini s
kompleksnimi lastnimi vrednostmi se pojavljajo v kompleksno konjugiranih
parih. Imaginarna prispevka para h kon¢nemu rezultatu se iznicita in ostane
le realni del.

V obravnavi lastnih vrednosti se zato lahko omejimo na zgornjo polovico kom-
pleksne ravnine in realno os, pri prikazu lastnih vektorjev pa zadosca ze eden iz
kompleksno konjugiranega para.
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Na pare oscilatornih lastnih vrednosti moramo biti pazljivi tudi pri prirezu re-
zultatov SVD razcepa, saj lahko ob neprimerni izbiri r odrezemo polovico para.
Problem opazimo predvsem kadar iS¢emo nizko dimenzionalno reprezentacijo. V
nasprotnem primeru izberemo dovolj velik r, da so zadnji Se izracunani nacini prak-
ti¢no le e Sum v podatkih in tudi manjkajoc¢a polovica para ne pokvari resitve.

3.3 RazvrScanje nac¢inov

Slabost DMD je, da mo¢ lastnih na¢inov ni jasno razvidna Ze iz lastnih vektorjev,
ki so enotski, in lastnih vrednosti, ki nosijo informacijo o nihanju. Pri dolo¢anju
moci posameznih lastnih vektorjev se v literaturi [49, 52] vecinoma zanaSajo na
projekcijske koeficiente by, ki smo jih uvedli v enacbi . Takrat smo po lastnih
vektorjih razvili le stanje pri ¢y, a je zveza splosna in velja za vse vhodne case:

v(t) =) ppbi(t). (3.14)

Koeficiente by (t) lahko ra¢unamo z algoritmom, povzetim po [49]. Algoritem je
ucinkovit, saj se izogne dodatnim operacijam z izvornimi polnimi matrikami V' in
uporabi vmesne rezultate glavnega DMD algoritma. Razvoj stanj sistema po lastnih
vektorjih DMD zapiSemo v matri¢ni obliki

vyl =®B, (3.15)
kjer je ® = [900 P, (pr:| matrika z lastnimi vektorji DMD v stolpcih in
B = [bo b, --- ,bN_l} matrika stolpcev koeficientov razvoja za posamezen cCa-

sovni korak. Stolpci matrike Vév_l so stanja sistema vzorcena ob diskretnih casih
t;. Ce so Casi vzorcéenja zaporedni lahko ¢-to vrstico matrike B interpretiramo kot
casovni potek prispevkov posameznih lastnih vektorjev. Kompleksno §tevilo b;; po-
daja prispevek i-tega lastnega vektorja k stanju sistema ob ¢asu vzorcenja t;.
Enacbo z leve pomnoZzimo z matriko adjungiranih lastnih vektorjev DMD ¥ =
U Z, kjer so stolpci matrike Z levi lastni vektorji pri dekompoziciji A in jih lahko iz-
ra¢unamo isto¢asno kot lastne vektorje w matrike A. UpoStevamo Se ortogonalnost
® in ¥ ter dobimo:
B =9V~ = zZiUuv) (3.16)

Z 7e izratunanim SVD razcepom V™' = USW lahko enacbo (3.16) e dodatno
preoblikujemo, in se s tem izognemo racunanju z veliko matriko V' ter dobimo kon¢ni
izraz za koeficiente:

B=ZsSwt. (3.17)

Casovni potek koeficientov Zelimo zreducirati na eno realno Stevilo, ki ga lahko
interpretiramo kot mo¢ lastnega nac¢ina (P). Mo¢ i-tega izra¢unamo kot

1 N-1
Pi= > 1Byl (3.18)
§=0

Z uporabo absolutne vrednosti se izognemo vplivu nihanja in s ¢asovnim povprecjem
zajamemo morebitno naraScanje oziroma padanje moci.
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3.4 Demonstracija na sintetiCnem primeru

Delovanje DMD preizkusimo na sinteti¢cnem primeru z znano preprosto dinamiko.
Primer je sestavljen iz §tirih delno prekrivajocih se elementov in ozadja, ki nihajo z
razlicnimi frekvencami. Postavitev posameznih elementov je prikazana na sliki
levo. Sistem vzor¢imo s 100 vzorci razmaknjenimi za At = 0,1. Vsak izmed vzorcev
je skalarno polje velikosti 100 x 100. Elementi dinamicnega sistema so nihajoca
obmocja predstavljena s skalarnim poljem, ki imajo izven podanega lika vrednost 0,
znotraj pa ¢asovno odvisno vrednost podano z

vi(t) = ks exp <i) cos(2mit), (3.19)

Ti

kjer je s k oznacena amplituda, z v frekvenca in s 7 karakteristi¢ni ¢as eksponentnega
nara$Canja oziroma padanja amplitude in i € [A,B,C,D]. Vrednosti parametrov za
posamezne elemente so prikazane v tabeli 3.1} Ozadje opiSemo z

t
vo(m,y,t) = ko exp (T—> cos(2mv,t) sin <7r%) sin <7T%> (3.20)

Ozadje se od ostalih elementov razlikuje po dodatni krajevno odvisni strukturi, ki
ima enako obliko kot prvi lastni vektor nihanja kvadratne opne. Vrednosti parame-
trov za opis ozadja so podane v tabeli Parametri nihanja elementov so izbrani
tako, da so v sistemu vsebovane razli¢ne lastnosti nihanja, ki jih lahko prepoznamo
z DMD. Prispevke posameznih elementov zdruzimo v

U(I7y,t) = Uo(x7y7t) + Z Xl(xmy)UZ(t) —|—Z/[(—CL7(I), (321)
i€{A,B,C,D}

kjer dodamo enakomerno porazdeljen Sum U(—a, a) z amplitudo a ter s y; opiemo
obliko posameznih elementov

17 z,y € Qia
Xi(z,y) = { <. ) (3.22)
0, sicer.

kjer so §2; obmocja posameznih kvadratov prikazanih na sliki levo.

DMD se pogosto primerja z ortogonalno dekompozicijo, ki jo izvedemo prek SVD
algoritma in predstavlja enega izmed prvih korakov pri izracunu DMD. Rezultati
dekompozicije so prikazani na sliki Singularne vrednosti na levem delu slike
podajajo hierarhijo moci nacinov, z velikostnimi redi razlike med najmocnejsim
nac¢inom, najSibkej$im nac¢inom in Sumom. Pri nadaljnjem izrac¢unu DMD bi dobili
najboljse rezultate, ¢e bi tak SVD prirezali in ohranili le prvih » = 9 singularnih
vrednosti.

Levi lastni vektorji SVD, ki jih lahko razumemo kot lastne vektorje ortogonalne
dekompozicije, so pri prepoznavanju elementov dinamike slabsi. Jasno je identifi-
ciran le kvadrat A s konstantnim prispevkom k analiziranemu skalarnemu polju.
Metoda se izkaze za neprimerno pri identifikaciji posameznih nihajoc¢ih elementov.

Pokazali smo, da ortogonalna dekompozicija ne nudi primerne identifikacije osci-
latornih nacinov, zato uporabimo DMD. Pri analizi sinteti¢nega problema z DMD
smo posebej pazljivi, saj problem ekvivalenten obravnavi stojecih valov. V stojecih
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k v T
A 1 0 00
B 0,5 0,5 | oo
C 0,01 1 2
D 1 2 -4
0 1 0,2 00

Tabela 3.1: Lastnosti nihanja elementov sinteti¢nega primera. Prvi stolpec pred-
stavlja amplitudo, drugi frekvenco in tretji znacilni ¢as naras¢anja oziroma padanja
magnitude.

AN A F 4B | ] C *°J D ozadje

100 A

80
cooo0oooo0

OO0OO0OO0OpPOOO(
00000000
OO0OO0OO0OpPOOO(

60 OXo oXg o0 oo

OXO% [

B ooooo;%l
omopogdgo

404 E E %

201

0 20 40 60 80 100
T
Slika 3.1: Razli¢ne komponente dinamike iz katerih tvorimo celotni sistem (levo).
Dinamika sistema je ob nekaj poljubno izbranih ¢asih prikazana na desni polovici
slike. Z barvami so oznacene vrednosti skalarnega polja na skali od temno modre za
najmanjse preko svetlejSih odtenkov in bele do temno rdecCe za najvecje.

valovih so stanja sistema, torej stolpci matrike stanj (3.2)), med seboj linearno odvi-
sna. Posledi¢no rang matrike (3.2) ni poln. S SVD razcepom identificiramo enako
Stevilo singularnih vrednosti, kot je rang razcepljene matrike.

V nasem primeru z naivnim pristopom dobimo 5 singularnih vrednosti nad nivo-
jem Suma, kar pa ni dovolj, saj dinamika pri posamezni frekvenci opiSemo s parom
kompleksno konjugiranih nacinov. Za dober opis stojec¢ih valov moramo torej zago-
toviti matriko V' z rangom dvakrat vecjim od Stevila prisotnih frekvenc. Zadosten
rang zagotovimo z blo¢nim zlaganjem zaporednih stanj [52| v stolpce in s tem tvo-
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Slika 3.2: Levi graf prikazuje singularne vrednosti ortogonalne dekompozicije s SVD
algoritmom. Desni graf prikazuje stolpce matrike U, torej leve lastne vektorje SVD,
ki jih interpretiramo kot lastne vektorje ortogonalne dekompozicije. Vektorji so
urejeni glede na velikosti pripadajoc¢ih singularnih vrednosti.

rimo matriko

UO vl PR 'l)N
(%1 Vo cr Un-1

V = (3.23)
Um Um41 - UN-m

z rangom >= m. Zlaganje zaporednih stanj zmanjsa vpliv Suma a efektivno poveca
sistem in podaljsa racunanje.

Preostanek postopka izvedemo kot je opisan v poglavju[3.1} Pri nadaljnji uporabi
lastnih vektorjev se zavedamo, da so sestavljeni enako kot stolpci matrike stanj V'
in jih moramo primerno prirezati, da ustrezajo velikosti stanj sistema.

Lastne vrednosti DMD najlazje prikazemo na kompleksni ravnini (slika [3.3|levo).
S prekinjeno ¢rto je oznacen enotski krog. Lastnim vrednostim znotraj enotskega
kroga mo¢ pojema, tistim zunaj pa raste. Vidimo tudi, da mo¢ lastne vrednosti z
v = 2 (zelena) pada, moc¢ lastne vrednosti z v = 1 (rdeca) pa raste. Opazka se ujema
z znano dinamiko kvadratov C' in D. Ugotovitev Se dodatno potrdimo pri ogledu
lastnih vektorjev. Kot pri¢akovano imamo eno realno lastno frekvenco za konstanten
del sistema in pare kompleksno konjugiranih za razli¢ne frekvence nihanja.

Na desnem grafu slike so prikazane frekvence razvrséene po izra¢unani moci,
kot je opisano v poglavju Iz izra¢unanih moci nac¢inov je jasno opazna lo¢nica
med pric¢akovanimi 5 frekvencami in Sumom. Posamezne nacine lahko identificiramo
glede na njihove frekvence. Razvrstitev po moceh se ujema s pricakovanji, da bo
imela amplituda najpomembnejsi vpliv. Najmocnejsi je vpliv kvadrata A, ki ne
niha, sledita mu ozadje in B s konstantno moc¢jo a manjSo amplitudo kot ozadje.
Najsibkejsa sta pojemajoc¢i C' in narascajoci D.

Z znanjem o vrstnem redu nacinov si lahko ogledamo Se lastne vektorje na
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Slika 3.3: Levi graf prikazuje lastne vrednosti sinteti¢nega primera na kompleksni
ravnini. S prekinjeno ¢rto je oznacena enotska kroznica. Desni graf v ¢rni in na levi
skali prikazuje frekvence v; = %(2? izra¢unane iz lastnih vrednosti, v rdeci in na
desni skali pa moci pripadajoc¢ih nac¢inov.
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Slika 3.4: Lastni vektorji DMD urejeni po mo¢i. S ¢rno-belo je prikazana absolutna
vrednost lastnih vektorjev. Kompleksni del lastnega vektorja je prikazan z nivojni-
cami, katerih barva predstavlja vrednosti in sicer na razponu od temno modre za
majhne do temno rdece za velike vrednosti.

sliki [3.4] ki so ravno tako razvrséeni po mo¢i. Lastni vektorji zelo dobro identi-
ficirajo komponente sinteti¢nega primera. Suma je tako malo, da je nemotec.

Lastni vektor konstantnega nacina je le eden in v celoti realen. Lastni vek-
torji nihajoc¢ih nacinov se pojavljajo v kompleksno konjugiranih parih, kar vidimo iz
nasprotnih barv nivojnic, ki prikazujejo kompleksni del lastnega vektorja. V nada-
ljevanju bomo zaradi Zelje po prikazu ¢im ve¢ lastnih vektorjev prikazovali le enega
iz kompleksno konjugiranega para.
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Poglavje 4

Rezultati

V dosedanjih poglavjih smo pripravili vsa potrebna matemati¢na orodja za analizo
dinamic¢nih nac¢inov naravne konvekcije nenewtonskih tekoc¢in. V tem poglavju se
osredotoc¢imo na analizo izracunov. Zanima nas kako se spreminja dinamika sis-
tema, ko spreminjamo pogoje simulacije. Spreminjali bomo n, s katerim opisemo
nenewtonsko obnaganje in Rayleighovo Stevilo. Analize bomo naredili za tekocino
s Pr= 0.01. Intuicija nam pravi, da bo z niZanjem n in z viSanjem Ra dinamika
postajala bolj zanimiva, kar lahko bolj podrobno preverimo preko analize frekvenc
in lastnih vektorjev najmoc¢nejsih lastnih nacinov DMD.

Dinamiko analiziramo na dveh primerih, in sicer na kvadratni in pravokotni
kotanji z razmerjem 4 med viSino in Sirino. V obeh primerih si ogledamo okolico
oscilatornih resitev identificiranih v [35]. Oba primera resimo za 3 vrednosti Ra
in razpon nenewtonskih eksponentov med n = 1, torej newtonskim primerom, in
n = 0.75.

Za potrebe analize z algoritmom DMD smo shranili 500 stanj sistema iz zadnjih
10% resevanja. Dekompozicijo izvajamo na skalarnem polju velikosti hitrosti. Vzor-
¢enje je izbrano tako, da zajame dovolj veliko obmocje za analizo poc¢asnejSih nihanj,
a je vseeno dovolj hitro za zajem hitrejsih. Pri zajemu frekvenc smo omejeni z Ny-
quistovim kriterijem, ki trdi, da lahko identificiramo le nihanja, ki jih vzorc¢imo vsaj
dvakrat na periodo. Izkaze se, da mora biti za dobro delovanje frekvenca vzorcenja
Se priblizno trikrat vecja [34].

Grobo idejo o obnasanju sistema lahko razberemo ze iz poteka povprec¢nega Nus-
seltovega Stevila prikazanega na sliki Iz grafa razberemo, da dinamika z veca-
njem Ra in manjSanjem n res postaja vse bolj oscilatorna in iregularna.

4.1 Kvadratna kotanja

Podrobnejso obravnavo dinamike v kvadratni kotanji zatnemo z analizo spektrov
DMD za vse kombinacije izbranih parametrov Ra in n, ki je prikazana na sliki[f.2] Iz
spektrov moci, prikazanih z rdeco, razberemo kako je po lastnih nacinih porazdeljena
mo¢. Nihajoc¢e lastne nacine prepoznamo po nenicelni frekvenci in parih moci v
spektru.

Vsi primeri imajo najmoc¢nejsi konstantni nacin, ki predstavlja ozadje, pri neka-
terih, predvsem stacionarnih, pa se pojavljajo tudi dodatni nac¢ini s frekvenco 0 in
naraScajoco oziroma padajoc¢o moc¢jo. Primer z Ra = 5000 in newtonsko tekocino
(graf v prvi vrstici prvega stolpca slike je povsem stacionaren. Moci nacinov
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Slika 4.1: Poteka Nusseltovega Stevila za kvadratno (levo) in pravokotno (desno)
kotanjo pri razlicnih pogojih in za razlicne nenewtonske eksponente n. Skupna
legenda je prikazana na levi spodnji sliki.

z nenicelno frekvenco so na nivoju numeri¢nega Suma. 7 veCanjem Ra oziroma
manjsanju n se za¢nejo pojavljati nihajni nacini z nenicelno mocjo, govorimo o osci-
latornem rezimu dinamike. Dober primer tega rezima je prikazan na grafu v tretji
vrstici prvega stolpca slike kjer najmocnejsi nihajni nacini opazno odstopajo od
ostalih. Z nadaljnjim intenziviranjem parametrov se pojavlja vec in ve¢ nihajnih na-
¢inov, med katerimi pa je vse manj razlike v moci, kar nam da slutiti, da se blizamo
turbulentnemu rezimu. Tako obnaSanje opazimo na grafu v Cetrti vrstici tretjega
stolpca slike ki prikazuje primer z najbolj iregularno dinamiko. Spekter moci
je skoraj raven v primerjavi z ostalimi, ob natanc¢nejSem ogledu pa opazimo, da so
vrhovi moci nihajnih nac¢inov prakti¢no enaki kot pri veéjem n oziroma manjSem
Ra, le nivo vrzeli med njimi se je dvignil.

Obnaganje glavnih nihajnih nacinov je natancneje prikazano na sliki kjer
obravnavamo potek njihove frekvence, mo¢ in relativno mo¢ (P,;) $tirih najmocnej-
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Kvadratna kotanja
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Slika 4.2: DMD spekter za kvadratno kotanjo prikazuje frekvence lastnih nadinov
Posamezni grafi prikazujejo rezultate dekompozicije za vse

in pripadajoce moci.

obravnavane kombinacije parametrov. Frekvence so prikazane s ¢rno barvo in so
nara$cajoce urejene. Vrednosti frekvenc v posamezni vrstici so oznacene na levi ¢rni
skali. Pripadajoc¢e moci so prikazane z rdeco barvo in urejene tako, da sovpadajo

s frekvencami nadcina.

Vrednosti moc¢i v posamezni vrstici so oznacene na desni

rdeci skali. Pri interpretaciji je potrebno upostevati, da je skala mo¢i v prvi vrstici
drugacna kot v ostalih.
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Slika 4.3: Spreminjanje frekvence, moci in pomembnosti najmoc¢nejsih nihajnih na-
¢inov kvadratne kotanje v odvisnosti od eksponenta n, ki dolo¢a mo¢ nenewtonskega
obnaSanja. Zgornji vrstici prikazujeta odvisnost frekvence in moci, spodnja pa odvi-
snost deleza skupne moci nihajnih nacinov, ki ga zajame obravnavani nihajni nadin,
v odvisnosti od nenewtonskosti. Moc¢ pri n = 1 za Ra= 5000 in Ra= 20000 je vec
velikostnih redov manjsa (P ~ 107'9) in zaradi jasnejse skale ni prikazana. Zainte-
resiran bralec jo lahko dolo¢i iz prve vrstice slike |4.2]

$ih nihajnih nacinov za razli¢ne n. Relativno moc
P’i
Zje{k: arg \p7#0 } P]

Prel = (41)
smo vpeljali, da natan¢neje ovrednotimo kako izraziti so najdeni nihanji nacini.

7 grafi lahko nadgradimo predhodno diskusijo o obnasanju spektra in razli¢nih
rezimih. Na grafu relativne mod¢i najmocnej$ih nacinov za Ra = 5000, torej spodnji
graf prvega stolpca na sliki [£.3] opazimo kako je relativna mo¢ §tirih na¢inov pri
majhnem n prakti¢no enaka, pri vecjih n se relativne moci razcepijo in je prvi
opazno mocnejsi, nakar se pri velikih n relativne modéi spet priblizajo. Pri velikih n
podobnost utemeljimo s pomanjkanjem nihajnih nac¢inov, kar potrdi tudi graf modi,
ki je prakticno zanemarljiva. Ta rezim je konstanten. Pri majhnem n pa mo¢ ni
zanemarljiva, a relativha pomembnost nac¢inov vseeno pade. To pojasnimo s tem,
da nobeden ne izstopa. Podobno je opazno tudi iz prve vrstice, kjer prikazujemo
frekvence najmocnjesih nac¢inov. Pri velikih in majhnih n so le te prakti¢no enake,
saj ni jasnih glavnih nihajnih nacinov, na sredini obmodja pa se razlika poveca in
imamo jasno glavno in dodatne frekvence.

Obnasanje je podobno tudi pri odvisnostih za vecje Ra prikazanih v 2. in 3.
stolpcu z razliko, da zaradi viSjega Ra zacCetno stanje ni stacionarno. V primeru z
Ra = 40000, torej tretjem stolpcu slike [£.3]je Ze pri n = 1 jasna hirearhija nihajnih
nacinov, ki pa se ob manjsanju n zabriSe zaradi ojacanja predhodno Sibkih nacinov
in dobimo skoraj raven spekter. Iz grafa moci v drugi vrstici lahko potrdimo, da
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4.1. Kvadratna kotanja

Lastni vektorji DMD za razli¢ne Ra prin =1
Y2 ¥3 P4

Ra=5000

Ra=20000

Ra =40000

Slika 4.4: Vpliv Ra na lastne vektorje DMD za kvadratno kotanjo. Absolutna vre-
dnost je prikazana kot ¢rno-bela slika, kjer ¢rna predstavlja vecje vrednosti. Kom-
pleksni del lastnega vektorja je prikazan z nivojnicami, katerih barva predstavlja
vrednosti in sicer na razponu od temno modre za majhne do temno rdece za velike
vrednosti. Prikazanih je 6 lastnih vektorjev najmocnejsih nacinov, kjer za oscila-
torne prikazemo le enega iz kompleksno konjugiranega para. Razpon parametrov
sovpada s prvo vrstico na sliki .2}

se je moc¢ res izenacila z jacanjem Sibejsih, saj mo¢ najmocnejSih ostane prakti¢no
enaka oziroma se Se rahlo poveca.

Zaradi podobnosti med obnasanjem za razlicne Ra lahko sklepamo, da se bodo
tudi pri nizjih Ra za Se manj$e n relativne moci nihajnih nacinov izenacile podobno
kot pri Ra = 40000.

Iz grafov lastnih frekvenc smo uspeli ugotoviti, da se z vecanjem Ra in manjsa-
njem n dinamika res bogati in da se pojavlja vse ve¢ nihajo¢ih nacinov. Spektri na
stranskih diagonalah slike 4.2 so si podobni, zato nas zanima ali oba parametra vo-
dita v enako dinamiko. K primerjavi pristopimo z izrisom lastnih vektorjev najmoc-
nejsih nac¢inov za fiksen n = 1 in spreminjajo¢ Ra na sliki [1.4] ter fiksen Ra = 5000
in spreminjajo¢ n na sliki Sliki torej predstavljata lastne vektorje najmocnejsih
nacinov iz prve vrstice in prvega stolpca slike Izrisujemo le en vektor izmed
kompleksno konjugiranega para. Lastne vektorje nihajnih nacinov prepoznamo po
rdece-modrih nivojnicah, ki prikazujejo kompleksni del lastnega vektorja.

Iz lastnih vektorjev lahko razberemo, da se dinamika s povecevanjem Ra spre-
minja drugace, kot z manjSanjem n. Z vecanjem Ra vzbudimo predvsem nihajne
nacine na sredini kotanje, kar predstavlja opletanje glavnega vrtinca. Z manjSanjem
n pa nacine ob robovih in v vogalih, kar interpretiramo kot nove majhne vrtince.

Obnasanje se fundamentalno razlikuje, kar potrdi, da uvedba nenewtonskosti
pripelje do novih pojavov in ne zgolj spremembe rezima, ki bi mu ustrezalo druga¢no
brezdimenzijsko Stevilo.
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Lastni vektorji DMD za razli¢ne n pri Ra= 5000

¥1 P2 ©3 P4 ©5
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Slika 4.5: Vpliv n na lastne vektorje DMD za kvadratno kotanjo. Absolutna vrednost
je prikazana kot ¢rno-bela slika, kjer ¢rna predstavlja vecje vrednosti. Kompleksni
del lastnega vektorja je prikazan z nivojnicami, katerih barva predstavlja vrednosti
in sicer na razponu od temno modre za majhne do temno rdece za velike vrednosti.
Prikazanih je 6 lastnih vektorjev najmocnejsih nacinov, kjer za oscilatorne prikazemo
le enega iz kompleksno konjugiranega para. Razpon parametrov sovpada s prvim
stolpcem na, sliki @

40



4.2. Pravokotna kotanja

4.2 Pravokotna kotanja

Obravnavali smo tudi problem s spremenjeno geometrijo problema. Ogledali smo
si obnaSanje v pravokotni kotanji, ki ima zivahnejSa dinamiko. Pojavijo se trije
glavni vrtinci namesto enega. Iz spektrov DMD nacinov lahko potegnemo podobne
zakljucke, kot pri kvadratnem primeru, in so kot taki nezanimivi. S kratko diskusijo
so prikazani v dodatku [f] Ogledamo si lastne vektorje, ki so bogatejsi kot pri
kvadratni kotanji.

Odvisnost lastnih vektorjev od Ra pri fiksnem n = 0.9 je prikazana na sliki [4.6]
Dinamika pri najmanjSem Ra je relativno stabilna, saj so prisotna le blaga opletanja
glavnih vrtincev in dodatna Sibka nihanja sredinskega oziroma med posameznimi
vrtinci. Ob povecanju Ra postanejo nihanja med vrtinci vse moc¢nejsa, pri najvecjem
Ra pa se pojavijo tudi dodatni nacini posameznega nihanja vrtincev. 7 vecanjem
Ra se med vrtinci pojavijo zametki novih vrtincev z obratno smerjo vrtinc¢enja.

Odvisnost lastnih vektorjev od n pri relativno visokem Ra = 500 000 je prikazana
na sliki Sistem ima ze pri n = 1 bogato dinamiko z opletanjem vrtincev in
moc¢nimi oscilacijami med vrtinci. Kljub bogati dinamiki so lastni vektorji Se vedno
simetri¢ni ob preslikavi ¢ez sredinsko tocko.

Ob manjsanju n postaja dinamika vse bolj divja. Lastni vektorji izgubijo struk-
turo in niso ve¢ simetri¢ni. , ki pa ob manjSanju n izgublja strukturo in postaja vse
bolj neurejena.
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Poglavje 4. Rezultati

Lastni vektorji DMD za razli¢ne Ra pri n = 0.9

%o ¥3 P4 ¥6 ¥8 ©10 ¥12 P14 P16
o \
%\%j‘ 0QO @‘ a\“,/' I I 4 \)
§ &o§v :’;?% oSN o N }( ~
o ’
0 !
! k@i — A
Z ot e St A S I
'k % L ~ 7/ @ 4 ~ J !o ™~ ( \\v‘
f
\
¥0 ¥s5 ¥6 ¥s ©10 P12 P14 P16
6 ® | | ;
- N g%f L~ e | T
. -z < BN | i
§ 7\ ?%\‘ O% wo'@if’a X v
CT: \ ) L kbcﬂ
) Q, s
& Vg ;bs ( '\j\dﬂ'ﬂ'»ﬂé % \%?i?é?d’fm ~
(| == (= et | L
e |
v N
¥o P11 ©13 P15 Y17
@ )
| ) | )
(e} 94 < ’ 3 ‘"é %"?i
= ~ 7= [ =
I 4| { QEI
52 % — u’%-”, A
VP ~ %l gQw
o OQ Q
& L

Slika 4.6: Vpliva n na lastne vektorje DMD za pokonc¢no pravokotno kotanjo. Abso-
lutna vrednost je prikazana kot ¢rno-bela slika, kjer ¢rna predstavlja vecje vrednosti.
Kompleksni del lastnega vektorja je prikazan z nivojnicami, katerih barva predstavlja
vrednosti in sicer na razponu od temno modre za majhne do temno rdece za velike
vrednosti. a prikazuje lastne vektorje 10 najmocnej$ih nacinov, kjer za oscilatorne
prikazemo le enega iz kompleksno konjugiranega para
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4.2. Pravokotna kotanja

Lastni vektorji DMD za razli¢ne n pri Ra = 500000
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Slika 4.7: Vpliv n na lastne vektorje DMD. Absolutna vrednost je prikazana kot ¢rno-
bela slika, kjer ¢rna predstavlja vecje vrednosti. Kompleksni del lastnega vektorja
je prikazan z nivojnicami, katerih barva predstavlja vrednosti in sicer na razponu
od temno modre za majhne do temno rdece za velike vrednosti. Slika prikazuje
lastne vektorje 10 najmocnejsih nacinov, kjer za oscilatorne prikazemo le enega iz
kompleksno konjugiranega para.
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Poglavje 5

Zakljucek

V magistrskem delu smo si ogledali dinami¢no modalno dekompozicijo tokovnih
struktur, ki nastanejo pri naravni konvekciji nenewtonskih tekoc¢in v zaprti kotanji.

Povzeli smo osnovni model, ki opisuje vse pojave potrebne za opis naravne kon-
vekcije. Dinamiko opiSemo s tremi parcialnimi diferencialnimi ena¢bami, ki opisu-
jejo prenos toplote in gibalne koli¢ine ter ohranitev mase. Sistem dopolnita Se dve
konstitutivni enacbi za opis temperaturne odvisnosti gostote in opis nenewtonske
viskoznosti. ReSevanja modela smo se lotili numeri¢no, in sicer s posploseno metodo
koné¢nih diferenc, eksplicitnim Eulerjevim korakanjem in Chorinovo projekcijsko me-
todo. Numeri¢ni resitveni postopek smo implementirali v programskem jeziku C++
s pomocjo odprto-kodne knjiznice Medusa, ki implementira osnovne gradnike brez-
mrezne numeri¢ne analize.

Implementiran resitveni postopek smo v prvem koraku preverili preko primerjave
z rezultati objavljenimi v znanstveni literaturi, kjer smo pogledali naravno konvek-
cijo. Pokazali smo, da se rezultati izracunani z nasim reSitvenem postopkom dobro
ujemajo z referen¢nimi vrednostmi. Prav tako smo pokazali, da se metoda obnasa
konvergentno.

V nadaljevanju smo vpeljali dinami¢no modalno dekompozicijo in pokazali, da
so lastni nacini pridobljeni z DMD povezani s Koopmanovim operatorjem. Metodo
smo uporabili na sinteticnem primeru in s tem demonstrirali, kako moc¢no orodje
predstavlja pri identifikaciji lastnih nac¢inov dinamike.

V zadnjem delu predstavimo dinami¢no modalno dekompozicijo numeric¢no izra-
¢unane dinamike naravne konvekcije nenewtonske tekocine. 7 dinami¢no modalno
dekompozicijo smo za razli¢ne nenewtonske tekocine pri razli¢nih pogojih identifici-
rali prehod iz stacionarnega v oscilatoren rezim. Preucili smo vpliv parametrov na
obliko nihajnih nac¢inov in ugotovili, da uporaba modela psevdoplasti¢nih tekoc¢in
obogati dinamiko pri enaki vrednosti brezdimenzijskih parametrov.

Nadaljnje delo bo usmerjeno v stabilizacijo numeri¢nega izracuna advekcijskega
¢lena. V prvem koraku bomo preizkusili privetrno aproksimacijo diferencialnih ope-
ratorjev in stabilizacijo z dodajanjem hiperviskoznosti. Obe shemi je v danem nu-
meri¢nem okvirju relativno preprosto implementirati, saj nam splosnost uporabljene
metode dopusca preprosto spreminjanje nacina aproksimacije diferencialnih opera-
torjev.

Analiza lastnih nacinov pridobljenih z dinami¢no modalno dekompozicijo se je
izkazala za koristno pri dolo¢anju dinamic¢nih struktur. V nadaljnjem delu bomo
metodo uporabili pri analizi problemov z bolj kompleksno geometrijo, kjer lahko
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dodatno izkoristimo prilagodljivost uporabljenih brezmreznih metod.
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Dodatek A

Povezava lastnih vrednosti/vektorjev
Koopmanovega operatorja in DMD

Obravnavajmo diskreten dinamic¢ni sistem
z = f(2), (A.1)

kjer je z element mnogoterosti M. Dinamiko skalarne opazljivke g : M — C zapi-
Semo s Koopmanovim operatorjem

Kg(z) = g(f(2)), (A.2)

ki pravzaprav predstavlja kompozicijo f in g. Koopmanov operator si predstavljamo
kot prevod dinamike v prostor izbrane opazljivke, s katerim pridobimo linearnost
samega operatorja, a jo nadomestimo z neskon¢no dimenzionalnostjo. Izkoristimo
linearnost operatorja in zapisemo razvoj po lastnih vrednostih

Ko(z) = Ao(2), (A.3)

kjer A predstavlja lastno vrednost in ¢ lastno funkcijo Koopmanovega operatorja.
Za povezavo s formulacijo DMD uvedemo vektor h : M — C", sestavljen iz
opazljivk h; : M — C, in zapiSemo par zaporednjih stanj dinami¢nega sistema ({A.1)

Stolpce parov stanj zlozimo v matriki X in Y ter zapiSemo linearni sistem Y = AX.
Z algoritmom za DMD izracunamo lastne vrednosti in vektorje linearne preslikave
A =Y X7, slede¢ teorem povzet po [49] pa utemelji njihovo povezavo s K.

Teorem 1. Naj bo ¢ lastna funkcija K z lastno vrednostjo A. Privzamemo, da je
¢ € span{h;} in velja
¢=¢'h

za nek p € C". Ce je p € Im(X), potem je ¢ levi lastni vektor A z lastno vrednostjo
A

Teorem dokazemo s preoblikovanjem Ko(z) = Ap(2) v
o'h() = \gh(f()) Vs e M, (A5)
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Dodatek A. Povezava lastnih vrednosti/vektorjev Koopmanovega
operatorja in DMD

kar lahko zapiSemo toc¢no s pari opazljivk, ki smo jih uporabili pri formulaciji DMD
Y =\l X. (A.6)

Enacbo z desne pomnozimo s psevdoinverzom X T in upo$tevamo, da je X X = Py
projekcija na Im(X)
Y'Y X = \p'Py. (A.7)

Predpostavili smo, da ¢ lezi v sliki X in posledi¢no Py = of, kar zaklju¢i dokaz
Ol A =\ (A.8)

Lastne vrednosti in vektorji DMD se torej ujemajo s Koopmanovimi dokler
imamo primerne opazljivke (¢ € span{h;}) in dovolj bogate podatke (¢ € Im(X)).
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Dodatek B

Ujemanje lastnih vrednosti in
vektorjev linearne preslikave A z
rezultati DMD dekompozicije

V DMD algoritmu izracunamo lastne vrednosti in vektorje iz matrike A, ki predsta-
vlja projekcijo linearne preslikave A na lastne vektorje ortogonalne dekompozicije.
Zelimo se prepricati, da izracunana dekompozicija ustreza tudi linearni preslikavi.
Dokaz je povzet po [49].

Iz SVD razcepa enacbe predhodnih vrednosti lahko zaradi lastnosti samih
SVD matrik tvorimo psevdoinverz

(Vi =ws'ut (B.1)
in ga uporabimo za preoblikovanje enache (3.3))
A=Vv¥ Vi Y =v¥ws Ut = BU, (B.2)

kjer smo uvedli B = VIW S,
7 B zapiSemo Se A in izraz, ki smo ga uporabili za pretvorbo lastnih vektorjev
A v lastne vektorje originalne linearne preslikave A

A=U'VMWSs ' =U'B, (B.3)
1 1
o= XViVWS_lw = XBw, (B.4)

kjer so z A oznacene lastne vrednosti in z w lastni vektorji matrike A. Velja torej
Aw = Aw in ob predpostavki \ # 0 zapiSemo podobno Se za matriko A

1 1~
Ap = XBUTBw = 1 BAw = Buw = )p. (B.5)

¢ je torej lastni vektor A z lastno vrednostjo A\. PokaZemo lahko, da ¢ # 0, saj bi
v nasprotnem primeru izraz Bw = 0 predstavljal lastni vektor UTBw = Aw = 0 z
A =0, kar pa je v nasprotju s predpostavko.

V nasprotni smeri lahko pokazemo da z algoritmom najdemo vse lastne vrednosti
A. Predpostavimo Ap = \p za A # 0 in uporabimo w = Uy

Aw=U'BU'p = U'Ap = \Utp = )w. (B.6)

w je torej lastni vektor A 7 lastno vrednostjo A. Podobno kot prej pokazemo,
da w # 0, saj bi v nasprotnem primeru izraz Uy = 0 predstavljal lastni vektor
BU'o = Ap =02 X\ =0, kar pa je v nasprotju s predpostavko.
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A z rezultati DMD dekompozicije
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Poglavje 6

Frekvence 1n moci lastnih nac¢inov za
primer pokoncne pravokotne kotanje

--®-- 1. nihajni nacin ®-- 2. nihajni nacin --®-- 3. nihajni nacin --®-- 4. nihajni nacin
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Slika 6.1: Spreminjanje frekvence, moci in pomembnosti najmoc¢nej$ih nihajnih na-
¢inov pokoncne pravokotne kotanje v odvisnosti od eksponenta n, ki dolo¢a mo¢
nenewtonskega obnaSanja. Zgornji vrstici prikazujeta odvisnost frekvence in modi,
spodnja pa odvisnost deleza skupne moci nihajnih nacinov, ki ga zajame obravna-
vani nihajni nac¢in, v odvisnosti od nenewtonskosti.
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Poglavje 6. Frekvence in

pravokotne kotanje

modi lastnih nac¢inov za primer pokoné¢ne
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Slika 6.2: DMD spekter za pokonc¢no pravokotno kotanjo prikazuje frekvence lastnih
nac¢inov in pripadajoce moci. Posamezni grafi prikazujejo rezultate dekompozicije
za vse obravnavane kombinacije parametrov. Frekvence so prikazane s ¢rno barvo
in so narasc¢ajoce urejene. Vrednosti frekvenc v posamezni vrstici so oznacene na
levi ¢rni skali. Pripadajoce moci so prikazane z rdeco barvo in urejene tako, da
sovpadajo s frekvencami na¢ina. Vrednosti moci v posamezni vrstici so oznacene na
desni rdeci skali. Pri interpretaciji je potrebno upostevati, da je skala moci v prvi

vrstici drugacna kot v ostalih
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