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Program dela

V delu predstavite teorijo linearne elasti¢nosti s poudarkom na natancéni matematic¢ni
formulaciji. Izpeljite pripadajoCe enacbe ravnovesja in nato z orodji funkcionalne
analize obravnavajte enolicnost in obstoj resitve.

[z metode konénih diferenc izpeljite bolj splosno numeri¢no metodo, ki bo omogo-
¢ala obravnavo neregularnih oblik, zgoS¢evanje porazdelitve rac¢unskih tock in spre-
minjanje reda natancnosti aproksimacij odvodov. Analizirajte delovanje metode na
preprostih primerih in postopoma nadgrajujte problem do Hertzevega problema.
Kot zadnji primer predstavite reSitev Hertzevega kontakta z upostevanjem trenja
in lepenja na sti¢ni povrsini. Kjer je mogoce, resitve podprite s primerjavami z
analiti¢nimi reSitvami in konvergen¢nimi analizami.

Osnovna literatura: [38], [57], [24] [20] (prvi del), [40], [65], [42], [10], [62] (drugi
del).

Podpis mentorja:

Podpis somentorja:
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ResSevanje linearnih elastostati¢nih problemov z brezmreZznimi metodami

POVZETEK

V delu je predstavljena teorija linearne elasti¢nosti s poudarkom na natan¢ni ma-
tematicni formulaciji. Izpeljana je klasi¢na Cauchyjeva momentna enacba, ki opisuje
gibanje kontinuuma pod vplivom zunanjih sil. Pojasnjena je konstitutivna relacija
med deformacijo in napetostjo, s pomocjo katere je izpeljana Navierova enacba.
Pod primernimi pogoji sta dokazana obstoj in enoli¢nost njenih resitev v Sibkem
smislu. Za pripravo na numeri¢no reSevanje sta obravnavani poenostavitvi enac¢he
na dve dimenziji. Iz metode kon¢nih diferenc je izpeljana bolj splosna brezmrezna
MLSM (Meshless Local Strong Form Method) metoda. Predstavljena je skupaj s po-
stopki za generiranje, goSc¢enje in razporejanje diskretizacijskih tock. Na klasi¢nem
primeru Poissonove enacbe je narejena analiza obnaSanja metode glede na razli¢ne
izbire parametrov. Pokazano je, da je z MLSM mozno resiti klasi¢ne probleme iz ela-
stostatike, in sicer na primeru problema vpetega nosilca in Hertzevega kontaktnega
problema, na katerem je prikazano tudi delovanje algoritma za goscenje diskretiza-
cije. To sluzi kot predpriprava za reSevanje elastostati¢nega problema, ki izvira iz
novejsih raziskav na podroc¢ju mehanike utrujenosti materialov, in pokazano je, da
se resitev, dobljena z MLSM, ujema z objavljeno referen¢no resitvijo. Na koncu se
posvetimo Se implementaciji metode, ¢asu izvajanja in moznosti paralelizacije.

Solving linear elastostatic problems using meshless methods

ABSTRACT

A theory of linear elasticity with focus on exact mathematical formulation is
presented in this work. The classical Cauchy momentum equation describing the
motion of a continuum under external forces is described. Constitutive relation
between stress and strain is explained, leading to the formulation of the Navier
equation. Under suitable assumptions, the existence and uniqueness of its weak
solutions is proven. Two simplifications that reduce the problem to two dimensions
are presented. A MLSM (Meshless Local Strong Form Method) method is deri-
ved from the Finite Difference Method. It is presented along with algorithms for
domain discretization, relaxation and refinement. Analysis of the method’s beha-
viour is made using the Poisson equation as a basic example. It is demonstrated
that MLSM can be used to solve elastostatic problems, namely the cantilever beam
and Hertzian contact problems. The latter is also used to demonstrate the domain
refinement algorithm. This serves as a preparation for a more complex elastosta-
tic problem, which originates from recent research on fretting fatigue. It is shown
that the solution acquired with MLSM agrees with a published reference solution.
Finally, implementation details, execution time and parallelisation possibilities are
discussed.

Math. Subj. Class. (2010): 74B05, 656N99, 65Y20

Kljucne besede: linearna elastostatika, brezmrezne metode, problem vpetega no-
silca, Hertzev kontaktni problem, vzporedno izvajanje

Keywords: linear elastostatics, meshless methods, cantilever beam problem, Her-
tzian contact problem, parallel execution
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1 Uvod

Teorija staticne linearne elasti¢nosti opisuje trdnine pod obremenitvijo v mirovanju.
Enacbe, ki opisujejo deformacije, so zelo redko resljive v zaprti obliki, zato se nji-
hovega resevanja lotimo z uporabo numeri¢nih metod. Najpogosteje se probleme
linearne elasticnosti resuje v &ibki obliki z metodo konénih elementov [65]. Ze v pre-
teklosti pa so te probleme regevali tudi v krepki obliki z metodo kon¢nih diferenc [22],
kasneje pa so se za reSevanje elastostaticnih problemov zacele uporabljati tudi no-
vejSe, brezmrezne metode, tako v krepki kot tudi 8ibki obliki [10, 43]. Prednost
brezmreznih metod je, da, za razliko od metode konc¢nih elementov, ne potrebujejo
polne diskretizacije domene z veckotniki, temve¢ le poznavanje lokalne medsebojne
lege med racunskimi tockami. To brezmreznim metodam omogoca vecjo splosnost,
lazjo posplogitev na visje dimenzije [14, 39] in elegantnejSo implementacijo [33]. Po-
leg tega imajo brezmrezne metode prednost pri reSevanju nekaterih problemov, pri
katerih je potrebno premikati rob domene ali premescati tocke v notranjosti, kot
npr. pri simulaciji Sirjenja razpok [51]. Eno izmed brezmreznih metod [32], ki je
opisana tudi v tem delu, razvijamo s sodelavci v Laboratoriju za vzporedno in po-
razdeljeno rac¢unanje na Institutu “Jozef Stefan”. S to brezmrezno metodo Zelimo, v
sklopu mednarodnega projekta “Multi-analysis of fretting fatigue using physical and
virtual experiments” v sodelovanju z Univerzo v Gentu in Univerzo v Luksemburgu,
razviti tudi originalno numeri¢no resitev problema $irjenja razpok [50] .

V preostanku uvoda bomo ponovili matemati¢ne osnove, potrebne za razumeva-
nje dela. V razdelku 2 si bomo ogledali matemati¢no teorijo linearne elastodinamike,
ki bo izpeljana iz splo$nih aksiomov gibanja. Jasno bo oznaceno, na katerih mestih
so narejene poenostavitve in pod kakSnimi predpostavkami. S tem bo nakazano,
v katero smer se lahko razvijajo posplositve teorije. Poseben poudarek bo na Na-
vierovi enacbi ter enoli¢nosti in obstoju njenih resitev, opisanih v razdelku 2.6, in
poenostavitvah, ki jo naredijo primernejSo za numeri¢no reSevanje. Zgoraj omenjeno
brezmrezno metodo bomo v razdelku 3 izpeljali iz znane metode koné¢nih diferenc.
Metoda bo izpeljana v sorazmerno visoki splosnosti in v posebnih primerih bomo
prepoznali druge znane metode. Metodo bomo v razdelku 4 testirali na klasi¢nih
zgledih in analizirali njeno obnasSanje glede na razli¢ne izbire parametrov, ogledali pa
si bomo tudi njeno obnasanje na problemu vpetega nosilca in Hertzevem kontaktnem
problemu. Slednji bo sluzil kot priprava na reSevanje elastostaticnega kontaktnega
problema, motiviranega s strani mehanike utrujenosti materialov. Rezultati, ki se
ujemajo z nedavno objavljenimi [50], so opisani v razdelku 5. V razdelku 6 si ogle-
damo Se implementacijske podrobnosti, komentiramo ¢as izvajanja in se na kratko
posvetimo paralelizaciji.

Besedilo vsebuje slikovno gradivo. Celotno slikovno gradivo, razen slike 29b, je
plod avtorjevega lastnega dela.

1.1 Notacija

Skalarje bomo oznacevali z malimi latinskimi ali grskimi ¢rkami, npr. a,a € R.
Vektorje iz R? bomo oznadevali s puscico nad ¢rko, npr. 7 € R3. Tenzorje (drugega
reda) bomo oznacevali z malimi latinskimi ali grgkimi ¢rkami, npr. ¢,0 € R? @ R3.
Identi¢ni tenzor, definiran z Iv = ¥ bomo oznacevali z I. Komponente tenzorjev
ali vektorjev bomo oznacevali z indeksom spodaj, npr. v; ali ¢;;. V razdelkih 1.2



in 2 bomo uporabljali tudi sumacijsko konvencijo na ponovljenem indeksu. Tako na
primer enacba
tijvj = 0

vsebuje implicitno vsoto po j, razume pa se tudi, da velja za vsak i. Z a - b bomo
oznacevali skalarni produkt (enojno kontrakcijo) vektorjev. Za skalarni produkt
tenzorjev (dvojno kontrakcijo) bomo uporabljali oznako s : ¢, skalarni produkt v
funkcionalno analiti¢nem smislu na nekem prostoru X pa bomo oznacevali z (u, v) X
S tT bomo oznacevali transpozicijo tenzorja ali matrike, definirano Z TG -b=a-tb.
7 oznako (a,b,E} bomo oznacevali meSani produkt vektorjev a, b in ¢, definiran
kot (@,b,& = (@ x b) - & Linearno ogrinjao mnoZice vektorjev bomo oznacevali
z Lin. Enotske vektorje v tridimenzionalnem kartezi¢nem koordinatnem sistemu
bomo oznacevali z 7, 7in k.

Divergenco, gradient in Laplaceov operator bomo oznacevali z div, grad, A ali
pa z V-, V in V2. Odvode po koordinatah bomo oznacevali tudi z indeksom za

vejico, npr. g;”' = v;j. Prostor k-krat zvezno odvedljivih funkcij oznacujemo s C*,

prostor neskon¢nokrat zvezo odvedljivih funkcij s C'*°, prostor neskonénokrat zvezno
odvedljivih funkecij s kompaktnim nosilcem pa s C'2°.

V razdelkih 3 in 4 bomo imeli opravka tudi z vektorji in matrikami splosnih
dimenzij, ki ne predstavljajo mehani¢nih koli¢in, ampak samo konc¢no zaporedje
skalarjev. Take vektorje bomo oznacevali odebeljeno, npr. u, ¢ € R”, matrike pa z
velikimi tiskanimi ¢rkami A, B € R™*". Komponente bomo oznacevali z indeksom
spodaj, npr. u; ali A;;.

1.2 Osnovne trditve vektorske analize

Spomnimo se nekaj osnovnih trditev vektorske analize, ki jih bomo potrebovali v
kasnejsih izpeljavah. Ce ni drugace navedeno, bomo predpostavili obstoj in gladkost
toliko odvodov, kot jih potrebujemo, ponavadi do drugega reda.

Prostor tenzorjev drugega reda opremimo s skalarnim produktom

st = sijty; = tr(s't). (1.1)

Trditev 1.1. V zgornjem skalarnem produktu razpade prostor tenzorjev na direktno
ortogonalno vsoto podprostorov simetricnih in antisimetricnih tenzorjev.

VeV =Sym(V) GS Asym(V) (1.2)

Dokaz. Vsak tenzor s lahko zapisemo kot s = 1(s + s") + 2(s — sT). Cejes e
Sym(V) N Asym(V) je sT = —sT od koder sledi s = 0. Vsota je res direktna. Ker
velja za simetri¢en s in antisimetricen ¢ tudi

sit=tr(s't) = —tr(st") = —tr(s't) = —s: t,
od koder sledi s : ¢t = 0, je vsota ortogonalna. [

Definicija 1.2. Divergenca tenzorja t drugega reda je vektorsko polje, za katerega
za vsak konstanten vektor a velja

div(t) - @ = div(t"a). (1.3)
V koordinatah je (divt); = t;; ;.



Zakaj je ravno to prava definicija, pove naslednji izrek.
Izrek 1.3 (Gauss). Naj bo Q) odprta povezana omejena mnozica z odsekoma gladkim
robom, 1 zunanja enotska normala na 0 in t tenzorsko polje na Q). Potem velja

/ tids = / div tdV. (1.4)
o0 Q

Dokaz. Naj bo d poljuben konstanten vektor. Izra¢unajmo

a- </ tﬁdS) :/ a-tidS = tT6~ﬁdS:/div(tT6)dV:
0N o o0 Q

= / div(t) - @dV = < / divth) @
Q Q

Pri ra¢unu smo uporabili definicijo t7, definicijo divergence in Gaussov izrek za
vektorska polja. Ker enakost velja za vsak vektor a, velja tudi enakost vektorskih
polj v izreku. O

Definicija 1.4. Gradient vektorskega polja ¢ je tenzor drugega reda, definiran kot
(grad ¥)"a@ = grad(v - a@). (1.5)

V koordinatah je (grad v);; = v; ;.

Opomba 1.5. Gradient vektorskega polja je diferencial (oz. v neki bazi Jacobijeva
matrika) preslikave & — ¥(Z) in ga oznacujemo tudi 92.

Definicija 1.6. Laplaceov operator je na vektorskem polju ¢ definiran kot

AU = div grad v. (1.6)

Pokazimo Se nekaj osnovnih trditev, ki jih bomo potrebovali pri kasnejsih izpe-
ljavah.
Trditev 1.7. Za poljubno vektorsko polje v velja

trgrad v = div v (1.7)

Dokaz.
trgrad v = (grad v);; = v;; = div v. O

Trditev 1.8. Za poljubno vektorsko polje U velja
div(grad v'7) = grad div . (1.8)
Dokaz.

div(grad ET)Z = (grad ﬁT)ij,j = (grad U)ji,j = Uj,ij =

= v = (grad(v;;)); = (grad div v)

Pri tem smo uporabili C? gladkost polja pri menjavi vrstnega reda parcialnih odvo-
dov. O

Trditev 1.9. Za poljubno skalarno polje p velja

div(el) = grad ¢. (1.9)



Dokaz.
(div(el))i = (pl)ij; = (¢6ij) ; = ¢ = (grad ); O

Trditev 1.10. Za poljubno vektorsko polje ¥ in tenzor t velja
div(t'0) = ¥ - divt + ¢ : grad 7. (1.10)
Dokaz.
(div(tT0)); = (T 0)is = (tv5) 0 = ;05 + tiv0 = yiav; + v =

ij

= (divt);v;+t:gradv =divt -7+t : grad v O

1.3 Osnovni izreki funkcionalne analize

Ponovimo $e nekaj osnovnih definicij in izrekov funkcionalne analize, ki jih bomo
potrebovali pri obravnavi enoli¢nosti in obstoja resitve linearnih parcialnih diferen-
cialnih enacb. Enacbe bodo veljale na neki mnozici €2, za katero bomo predpostavili,
da je odprta in povezana z odsekoma gladkim robom. Taki mnozici bomo rekli do-
mena. Gaussov izrek 1.3 tako velja za omejene domene. Za matematicno natan¢no
obravnavo parcialnih diferencialnih ena¢b in njihovih odvodov bomo potrebovali
ustrezne funkcijske prostore, t.i. prostore Soboljeva. Na temo prostorov Soboljeva
je na voljo ogromno literature [1, 15, 44|. Izreki in definicije v tem razdelku so bili
povzeti po [1].

Definicija 1.11. Prostor Soboljeva Wy, ,(2) za k € N in p € [1,00) nad domeno €2
je definiran kot

WkEP(Q) = {u: RY = R; D*u € LP za vsak |a| < k}. (1.11)
Pri tem je a = (ay, ..., aq) multiindeks, |a| = >, a; in D*f = a‘?‘ _.l = sibki odvod

funkcije f.
Opomba 1.12. Pravimo, da je v §ibki odvod funkcije u, ¢e je

/QuDagpz (—1)la/ﬂw, (1.12)

za vsako testno funkcijo p € C°(9).
Prostore Soboljeva opremimo z normo

fullwesor = ( 3 1D uley) (1.13)

|a| <k

Obstajajo tudi druge definicije norme na prostorih Soboljeva, vendar vse pogosto
uporabljene definicije definirajo ekvivalentne norme. V zgoraj definirani normi so
prostori W*?(Q) Banachovi. Za poseben primer p = 2 ozna¢imo H*(Q) = W*%(Q),
ta prostor je Hilbertov. Vse zgornje definicije so obravnavale samo skalarne funkcije.
Vektorske funkcije bomo obravnavali po komponentah in pisali v € [H'(Q2)]?, kar
pomeni, da je v; € H'(Q) za vsak 1.



Trditev 1.13 (Kornova neenakost). Za vsako funkcijo @ € [H'(Q)]? in pozitivno
definiten tenzor cetrtega reda C' velja

1
/(|7I|2 + || grad @||*)dV < cl/ Z—l(gradﬁ—i— grad@') : C : (grad @ 4 grad @' )dV,
Q

Q
(1.14)
za neko konstanto ¢y, neodvisno od .

Kornova neenakost je mocan rezultat, ki povezuje normo prostorov Soboljeva z
energijskimi normami, kar bomo videli v razdelku 2.6. Dokaz neenakosti je enosta-
ven, ¢e je U gladka funkcija in enaka 0 na 0f). Velja pa neenakost tudi pri sibkejsih
predpostavkah na ) in za @ z nenic¢elnimi vrednostmi na robu. Dokaz neenakosti v
posebnem primeru najdemo v [38, str. 229| splosnejsi dokaz pa v [11].

Vlozitve prostorov Soboljeva v Lebesgueove LP prostore je raziskoval ze Soboljev
sam [59], kasneje pa Se mnogi drugi [7, 16, 17]. V [1] je problemu vlozitve posveceno
celo Cetrto poglavje, kjer je tudi dokaz spodnjega izreka [1, str. 85, izrek 4.12].
Izrek 1.14 (Rellich-Kondrachov). Naj bo Q domena v R? in 1 < kp < d. Naj bo
P = df—ip. Potem lahko prostor Soboljeva WHP(Q) zvezno vloZimo v prostor LP™(Q)
in kompaktno vloZimo v L1(2) za 1 < g < p*.

Opomba 1.15. Za poseben primer d = 3, k = 1 in p = 2 dobimo p* = 6 in s tem
zvezno vlozitev

HY(Q) — L%(1Q). (1.15)

Poleg zgornjega izreka, ki bo prek zveznosti in posledi¢no omejenosti vlozitve
poskrbel za oceno norme, potrebujemo tudi izrek, ki bo enako naredil za rob domene.
O tem govori izrek o sledi [1, str. 164, izrek 5.36].

Izrek 1.16 (Izrek o sledi). Naj bo Q domena v R? in 1 < kp < d. Naj bo p* = df—ﬁ’gp.
Potem je operator zoZitve, ki slika W™P(Q) — L1(0R2), zvezen.

Opomba 1.17. Pogosto se tudi tej preslikavi rece vlozitev, saj zozitve funkcij na
rob domene vlagamo v druge prostore. Za primer d = 3, k = 1 in p = 2 dobimo
p* =4 in s tem zvezno vlozitev

HY(Q) — L*(09). (1.16)

Pri dokazu obstoja in enoli¢nosti resitev linearnih parcialnih diferencialnih enacb
si bomo pomagali tudi s klasi¢nim izrekom funkcionalne analize, dokazanim v vsakem
ucbeniku, ki obravnava to tematiko, npr. [36, str. 188, izrek 3.8-1].

Izrek 1.18 (Riezsov reprezentacijski izrek). Naj bo H realen Hilbertov prostor in
H* njegov dualen prostor, torej prostor vseh zveznih linearnih funkcionalov na H.
Tedaj obstaja izometricni izomorfizem ®: H — H*.

Pogosteje najdemo izrek zapisan v nekoliko drugac¢ni obliki.

Posledica 1.19. Naj bo H Hilbertov prostor in f: H — R zvezen linearen funkcio-
nal na H. Tedaj obstaja natanko en element vy € H, da je za vsak y € H

f(y) = (y, zy). (1.17)

Poleg tega velja e ||z¢|| = || f]]-
Opomba 1.20. Preslikava ® iz izreka 1.18 priredi vsakemu xy € H njegov f € H*
iz posledice 1.19.






2 Teorija linearne elastic¢nosti

Teorija linearne elasti¢nosti govori o deformaciji in napetostih v trdninah kot po-
sledici delovanja zunanjih obremenitev. Trdnine modeliramo kot zvezno maso, ki
zavzema celoten prostor, ki ga zaseda, in s tem zaobidemo tezave, ki bi nastale z
obravnavo njihove diskretne atomske strukture. To ne pomeni, da atomsko struk-
turo ignoriramo, temve¢ se zavedamo, da moramo vzeti v obravnavo dovolj velik
volumen, ki ga imenujemo reprezentativni volumski element (REV), da odraza vse
lastnosti materiala. Za volumne, manjse od RVE, ne moremo pric¢akovati, da bi jih
teorija mehanike kontinuuma dobro opisala. Dejstvo, da trdnino modeliramo kot
kontinuum, nam omogoca, da jo delimo na poljubno majhne dele, in s tem dobimo
osnovo za uporabo teorije infinitezimalnega racuna. To modelsko predpostavko ime-
nujemo hipoteza kontinuuma. Poleg tega bomo predpostavili tudi gladkost drugih
obravnavanih koli¢in, kot npr. gostota ali hitrost, s pomocjo katerih bomo na podlagi
privzetih fizikalnih zakonov izpeljali diferencialne enacbe, ki opisujejo deformacije
in napetosti v materialu. Izkaze se, da ta teorija zelo dobro opisuje materiale, ki
se uporabljajo v gradbenistvu in strojnistvu, kot so kovine, beton in steklo, in je
zaradi tega zelo pogosto uporabljena. Paketi za numeri¢no analizo strukture zgradb
so zato doziveli velik razvoj in komercialni uspeh [4, 25, 60].

Za¢tnimo s tem, da natan¢no definiramo pojme kot so telo in gibanje, s pomo-
¢jo katerih bomo izpeljali enacbe, ki opisujejo pojave, ki nas zanimajo. Osnovna
predstavitev teorije bo povzeta po [57].

2.1 Osnove gibanja

Definicija 2.1. Materialno telo B je odprta povezana podmnozica v R3 z odsekoma
gladkim robom skupaj z druzino bijekcij

x = {x: B— x(B) CR%}, (2.1)

tako da je za vsaki x1, x2 € x preslikava ys 0 x7*: x1(B) = x2(B) difeomorfizem.
Preslikavam y € x pravimo konfiguracije telesa. Odlikovani konfiguraciji x g

pravimo referencna konfiguracija in obmocje, ki ga telo zaseda v tej konfiguraciji,

bomo oznacevali z B, torej B = xr(B).

Definicija 2.2. Gibanje telesa B je gladka druzina konfiguracij

{x:: B— x:(B) CR® ¢ € R}, (2.2)

Tem konfiguracijam pravimo prostorske konfiguracije. Obmocje, ki ga telo zaseda v
prostorski konfiguraciji ob ¢asu ¢, oznac¢ujemo z By, torej By = x(B).

Koordinatam telesa v referen¢ni konfiguraciji pravimo referencne koordinate in
jih pisemo z velikimi tiskanimi ¢rkami, npr. X € xgr(B). Koordinatam telesa v
prostorski konfiguraciji pravimo prostorske koordinate in jih piSemo z malimi ¢rkami,
npr. z € y;(B). Krajevni vektor do tocke z referen¢nimi koordinatami X bomo
oznacevali z X in krajevni vektor do tocke s prostorskimi koordinatami z bomo
oznacevali z . Krajevnemu vektorju bomo rekli tudi poloZaj tocke in pisali vse
funkcije kot funkcije odvisne od polozaja in ne direktno od koordinat.



Gladkost gibanja glede na t iz definicije 2.2 pomeni, da je preslikava

#:Rx BCRxR?— R?,
(£, X) = xe(xz' (X)) (2.3)

gladka kot funkcija iz R* v R3. Preslikava & podaja zvezo med prostorsko in refe-
rencno konfiguracijo:

—

7=7z(t, X). (2.4)
Pogosto opustimo strog zapis s preslikavami in piSemo kar 7 = .f(t,)z ). Ker je za
vsak ¢ preslikava X — f(t,ff ) difeomorfizem, lahko funkcijo obrnemo in izrazimo
tudi referenéni polozaj kot funkcijo prostorskega: X = X (¢, 7).
Pogosto za referen¢no konfiguracijo vzamemo kar konfiguracijo na zacetku giba-
nja, Xr = Xi=t,, vendar pa to ni nujno.
Gibanje, kot opisano sedaj, opisuje realno makroskopsko gibanje. Pogoji glad-
kosti zagotavljajo, da telesa ne morejo kar izginiti in se pojaviti drugje ter da se ne

morejo splosciti ali sekati samih sebe.
Primer 2.3. Pisimo X = (X,Y,Z) in ¥ = (z,y, z). Naj bo dano gibanje

Ft,X,Y,Z) = (X +tX*)Y +tXY, Z), (2.5)

za0 < X,Y, Z < 1. Ob ¢asut = 0 je telo v referen¢ni konfiguraciji. Telo v referen¢ni
in prostorski konfiguraciji je prikazano na sliki 1. Za vsak ¢ > 0 je ¥ difeomorfizem,

. Y
1.2t 1.2} o
. 1.0 /»”// T 14+

0.8} 0.8}

0.6} 0.6F ]
- 04 HH T
021 0.2

||

X X

0.0 b ' 0.0 e
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Slika 1: Prerez enotske kocke pri Z = 0 v referen¢ni konfiguraciji (levo) in v pro-
storski konfiguraciji ob ¢asu t = 0.2 (desno).

saj velja

ox
det | =————
¢ <E)(X,Y, Z)

Zato lahko izrazimo obratno preslikavo

. (¢E§IT—1@MVEE¥T—1)Z>

X(t =
(t,,y,2) 2t ’ otx

) = (1+tX)(1+42tX) > 0. (2.6)

(2.7)



Vsako koli¢ino ¢, definirano na telesu B, kot na primer temperaturo ali hitrost,
lahko zapisemo na dva nacina: v prostorskem ali v referené¢nem polozaju. Za funkcijo

¢: B — o(B),
X = o(xz' (X)), (2.8)

pravimo, da je zapisana v referen¢nem polozaju in piSemo ¢ = gp()? ). Podobno za
funkcijo

¢: By — p(B),
7 = (x; (D), (2.9)

pravimo, da je zapisana v prostorskem polozaju in pisemo ¢ = ¢(Z). Med obema
zapisoma lahko prehajamo s pomod&jo zveze (2.4) ali njenega inverza kot ¢(Z) =
o1, X)) ali p(X) = p(X(7.1)).

Podoben zapis bomo uporabljali tudi pri diferencialnih operatorjih. Pri odvodih
moramo povedati, ali na koli¢ino gledamo v prostorskem ali v referené¢nem polozaju.
7 velikimi ¢rkami bomo pisali operatorje, kjer odvajamo glede na referen¢ni polozaj,
z malimi pa tiste, kjer odvajamo glede na prostorskega.

Primer 2.4. Naj bo dana koli¢ina 9(t, X, Y, Z) = tX? 4+ 2ZY, ki je zapisana v
referen¢nem polozaju. Ce jo zapiSemo v prostorskih s pomocjo izpeljane inverzne
relacije (2.7) iz primera 2.3, dobimo

2t2? + 2yz (Vitz +1—1) —avAto + 1+

It x,y,2) = T

Demonstrirajmo Se uporabo diferencialnih operatorjev, izra¢unajmo

2

- =27

Y ’

o0 z(Vatr+1-1)
dy tw '

Te odvode bi ponovno lahko zapisali kot funkcije referenc¢nega ali prostorskega po-
lozaja. Podobno se obnasajo ¢asovni odvodi.

D
— = X?
Dt ’
d 9 = (—2te + Atz +1 - 1) (z — 2yz)

dt 2 /Atx + 1 '

Zapis %(t, x,y, z) predstavlja torej ¢asovni odvod ¢ pri konstantnem referen¢nem
polozaju, zapisan v prostorski konfiguraciji. Izracunamo ga tako, da izraz prevedemo
v referenc¢ni polozaj, odvajamo po Casu in prenesemo nazaj v prostorsko konfigura-
cijo. S simboli lahko to zapisemo kot

(1) 6.2 = (000050 (Kt 210

Definirajmo $e osnovne pojme pomika, hitrosti in pospeska.



Definicija 2.5. Koli¢ino

(X)) =2t X) - X (2.11)

imenujemo pomik. Koli¢ino
0(X) = —(, X 2.12
3X) = St X) (212

imenujemo hitrost. Koli¢ino
A(X)=—(X 2.13
(%) = 5 (1.%) (213)

imenujemo pospesek.
Trditev 2.6. Odvod po casu v referencnem koordinatnem sistemu se lahko izracuna
v prostorskem koordinatnem sistemu kot

%f(t, 7) = ‘flf (t, %) + ((grad o)(t, 2))T(t, 7). (2.14)

Pri tem je o skalarna, vektorska ali tenzorska kolicina.

Dokaz. Po definiciji najprej prenesemo ¢ v referencni koordinatni sistem z upo-
rabo 2.8. Nato odvajamo po veriznem pravilu

Dy, Dy, . = dy dp DI Y
E(t, 7) = E(t,x(t,X)) = E(ux) T 5= or Dt( X) =
= %21.3) + ((grad o), ))7(t, X(7,1). O

Poleg 7Ze nastetih koli¢in pa imajo telesa tudi druge fizikalne lastnosti, kot so masa
in volumen, ki vplivajo na gibanje. Za modeliranje teh si pomagamo z merami.
Definicija 2.7. Predpostavimo, da imamo na B definirani dve o-kon¢ni meri, m in
V', ki nam predstavljata maso in volumen. Predpostavimo Se, da je m absolutno
zvezna glede na V', torej, ¢e je volumen nekega podtelesa ni¢, je tudi njegova masa
nic. Od tod po Radon-Nikodymovem izreku sledi, da obstaja merljiva funkcija

p= dv, da velja

m(A):/ApdV (2.15)

za vsako merljivo podmnozico A C B. Funkciji p: B — [0, 00) pravimo gostota.
Opomba 2.8. Ponavadi za V vzamemo kar Lebesgueovo mero na R?, mero m pa
podamo tako, da podamo gostoto telesa p. Meri m in V' s potiskom prek konfiguracij
razsirimo na referen¢ni in prostorski polozaj.

2.1.1 Aksiomi gibanja

Iz mehanike tocke in iz klasi¢ne mehanike vemo, da gibanje zados¢a nekim zakonom,
ki jih bomo za nadaljnje izpeljave privzeli kot aksiome.

Definicija 2.9. Mnozica B’ C B je podtelo telesa B, ¢e je sama telo za isto druzino
konfiguracij.

Aksiom 1 (Zakon o ohranitvi mase). Za vsako podtelo B’ C B in vsako njegovo
gibanje velja

m(B}) = 0. (2.16)

Masa se med gibanjem niti ne izgublja niti ne nastaja in je vseskozi konstantna.
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Druga dva aksioma bosta poleg mase imela opraviti s silami. Na kaksSen nacin
lahko sile delujejo na telo? En nacin so sile na daljavo, kot na primer gravitacija, ki
delujejo na vsak koScek telesa posebej. Drug nacin so kontaktne sile, ki nastanejo
zaradi stika med telesi in se prenasajo preko povrsine. Sile v skladu s hipotezo konti-
nuuma opisemo z njihovimi gostotami in vedno delujejo na telo v njegovi prostorski
konfiguraciji, saj je to konfiguracija, ki jo telo dejansko zavzame med gibanjem. Ce
je sila konstantna, potem gostota sile predstavlja silo na enoto volumna ali povrsine,
kar pogosto imenujemo tlak.

Definicija 2.10. Volumenska gostota sile f je zvezna druzina zveznih funkcij

fi: B, — R, (2.17)
Definicija 2.11. Pouvrsinska gostota sile t je zvezna druZina zveznih funkcij
t,: OB; — R®. (2.18)

Opomba 2.12. Zveznost druzine funkcij podobno kot v definiciji 2.2 pomeni, da je
funkcija

fiRx BCRxR?— R
(t, X) — f(Z(t, X)) (2.19)

zvezna kot funkcija iz R* v R3. Poenostavljeno pisemo f in ¢ kar kot funkciji odvisni
od t in 7, torej f = f(t, %) in £ = (¢, ).

Primer 2.13. Gostota gravitacijske sile je enaka f = pg, kjer je ¢ gravitacijski
pospesek in je neodvisna od ¢asa in polozaja.

Aksiom 2 (Zakon o ohranitvi gibalne koli¢ine). Za vsako podtelo B’ C B velja

D d —
2 dam= | jav+ / 7. (2.20)
Dt Jp, B, 0B

Sprememba gibalne koli¢ine je enaka vsoti vseh sil, ki delujejo na telo.
Aksiom 3 (Zakon o ohranitvi vrtilne koli¢ine). Za vsako podtelo B’ C B velja

D d —
— | Zxvdm= [ ¥x de+/ T x tdS. (2.21)
Dt Jp, B, OB

Sprememba vrtilne koli¢ine je enaka vsoti vseh zunanjih navorov, ki delujejo na telo.
Opomba 2.14. Pri aksiomu 3 smo predpostavili, da na kontinuum ne delujejo
notranji navori, ampak da so vsi navori posledica delovanja zunanjih sil. Drugace
povedano, predpostavili smo nepolarnost kontinuuma.

V vseh treh aksiomih nastopa odvod po ¢asu v referen¢ni konfiguraciji nekega
integrala, zapisanega v prostorski konfiguraciji. Tu ne velja obic¢ajen izrek o odvaja-
nju pod integralom, zato moramo izraz pod integralom najprej prenesti v referen¢ni
polozaj, zamenjati odvod in integral, nato pa ga prenesti nazaj. Storimo to najprej
za aksiom o ohranitvi mase.

Trditev 2.15. Masa se ohranja (D%m(Bt) = 0) natanko tedaj, ko je
Dp

ﬁ + pdivﬁ = 0. (2.22)
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Dokaz. Trditev pokaze direkten racun, kjer bomo zamenjali integralsko spremen-
ljivko iz # v X in nato nazaj. Pri uvedbi nove spremenljivke se bo v integralu
pojavila determinanta J = det(F ) diferenciala prehodne preslikave F' = %, prav

tako pa tudi njen odvod 22, zato ga izra¢unajmo vnaprej:

B
DJ DF 0?7 ov
— =tr(adj(F)— ) = tr [ det(F)F'— ):detF ( S )
Dt ( ) Dt) ( SR Fre oz
0v 0X . o
= det(F) tr (ﬁﬁ) = det(F) tr (grad v) = det(F') div 7.

Pri tem smo uporabili Jacobijevo formulo za rac¢unanje odvoda determinante, ci-
kli¢no lastnost sledi, formulo za ra¢unanje odvoda inverza in verizno pravilo. Sedaj
je vse pripravljeno za glavni izrac¢un:

D D D D
0= —Zm(B dm = 4V = JdV =
DB = B s Dty Dt/p

Dp DJ
—/BE(pJ)dV—/ (DtJ th)dV—

_ Dp _ Dp o
_/ (Dt—i—pdlvv) JdV = Bt<Dt+pd1VU)dV.

Ker je integral enak ni¢ za vsako telo, mora biti nujno tudi integrand enak ni¢, in
obratno, Ce je integrand ni¢, se masa ohranja. O]

Zgornjo trditev bomo s pridom uporabili pri izra¢unu odvoda integrala splosne
kolicine.
Trditev 2.16. Naj bo ¢ neka skalarna, vektorska ali tenzorska kolicina in privze-
mimo aksiom o ohranitvi mase. Potem velja

D ©
— = 2.2
i/, edm —dm. (2.23)

Dokaz. Postopamo enako kot v prejsnji trditvi. Izracunamo

D D( gopJ
— d ——2dV =
Dt ~ Dt /W"] V= / v
D D
:/ —@pJ—i—go —p—i-pleU dv =
s | Dt Dt
|
=0 po (2.22)
Dy Dy
= | —pJdV = —d O
5 Dt /B Dt

2.2 Napetostni tenzor

Predstavljajmo si, da na telo deluje neka povrsinska sila z gostoto ¢. Ta sila deluje na
zunanjo povrsino telesa, nato pa se prenasa skozi telo od tocke do tocke. V telesu si
zamislimo neko podtelo. Na povrsini tega podtelesa zunanji del kontinuuma deluje
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na podtelo, toda ekvivalentno bi bilo, ¢e bi zunanji del odstranili in na povrsino
preostanka delovali z enakim poljem sil, kot je prej deloval zunanji del.

Ta razmislek ponuja naslednji opis notranjih in povrsinskih sil telesa. V nekem
trenutku ¢ se postavimo v neko tocko & v telesu in si zamislimo neko podtelo, tako
da je izbrana tocka na njegovi povrdini. Tedaj obstaja vektor ¢, ki predstavlja
silo, s katero preostali kontinuum deluje v tej tocki na izbrano podtelo. Ce bi si
izbrali drugo podtelo, bi bila v splosnem sila drugacna. Toda, ¢e sta imeli dve
podtelesi v tisti tocki enako zunanjo enotsko normalo 77 na povrsino in posledi¢no
enako tangentno ravnino v tisti tocki, bo vektor ¢ §e vedno enak, saj bosta lokalno
telesi izgledali enaki. Vektor ¢ je torej odvisen od izbrane tocke, trenutka v ¢asu,
ko ga opazujemo in normale na izbrano povrsino podtelesa, ter nicesar drugega;
neodvisen je na primer od ukrivljenosti ploskve v tisti tocki. Temu razmisleku
pravimo Cauchyjeva hipoteza.

Aksiom 4 (Cauchyjeva hipoteza). Gostota povrsinske sile £ je odvisna samo od
polozaja, ¢asa in normale na povrino (resni¢no ali namisljeno), kjer jo opazujemo.
S simboli lahko zapiSsemo

t=tt, 7, 7). (2.24)

Iz zgornjega razmisleka se zdi, da bi morala biti sila, s katero prvi del kontinuuma
deluje na drugega, nasprotno enaka sili, s katero drugi deluje na prvega. Temu se
rece tudi tretji Newtonov zakon za mehaniko kontinuuma in ga ni potrebno privzeti
kot nov aksiom, temvec¢ ga lahko dokazemo iz do sedaj privzetih aksiomov. Dokaza
tega in naslednjega izreka sta povzeta po dokazih iz [26, str. 104-107].

Trditev 2.17 (Cauchyjeva recipro¢na relacija). Velja

tt, &, —7) = —t(t, Z, 7). (2.25)
Dokaz. Izberimo trenutek ¢ in tocko Z. Kraje pisimo t; = t(t, 7, ). Oglejmo si
podtelo v obliki kroZnega valja z vigino h? in radijem h, ki ima v sredig¢u tocko 7 in je
7 normala na eno izmed osnovnic (slika 2). Tako podtelo zaradi odprtosti B gotovo
obstaja za dovolj majhen h. Ozna¢imo osnovnico z normalo 77 z BT, nasprotno z
B~ in plag¢ s P. Povr§ina osnovnice je mh?, povrsina plasca je 2mh?3, volumen valja

pa je mhi.
n
h2 \d

B

Slika 2: Valj, uporabljen v dokazu Cauchyjeve recipro¢ne relacije.

Uporabimo za ta valj aksiom o gibalni koli¢ini (2.20):

D / . > / -
— vdm = fdV + tdS.
Dt Jp, By OB,

Po trditvi 2.16 lahko zamenjamo odvod in integral, rob valja pa razpisimo po plo-

skvah: D&
(Y = — — —
Epdv = de+/ tﬁds—f—/ _qdS + / tm(f)ds.
Bt Bt Bt - P
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Vektor m(Z) pri tem oznacuje normalo na plas¢ valja. Celotno ena¢bo pomnozimo s
konstantnim vektorjem ¢ in na vsakem od integralov, ki so postali integrali skalarnih
funkcij, uporabimo izrek o povprecni vrednosti

VB o) @) - &= V(B)[(E:) - &+ S(B)ia(Es) - &+

+ S(B ) t_a(iy) - ¢+ S(P)F"(f) (Z5) - ¢,

kjer so 1, ¥a, T3, T4, T5 neke vmesne tocke v ali na povrsini valja. Vstavimo v enacbo
izraze za volumen in povrsine ploskev in dobimo

Dv

hA(p—
™ (th

)(fl) . 5: [Wh4f(fg) + 7Th2t_;-i(fg) + thf_ﬁ(le) + 27Th3{ﬁl(w)(f5> . 5
Celoten izraz delimo z wh? in pogledamo limito h — 0: vse tocke #; gredo proti 7,
¢leni, pomnoZeni s h3 ali h*, gredo proti 0, in ostane enakost

0 = (Fs(@) + T-(@) - @
Ker zgornja enakost velja za poljuben vektor ¢, velja tudi
0 = (Fx(#) + (@),
kar je to¢no to, kar smo zeleli pokazati. O

Izkaze se, da velja Se ved, in sicer da je vektor ¢ linearno odvisen od normale. S
pomocdjo prejsnje trditve lahko pokazemo naslednji izrek, ki zagotovi obstoj mate-
mati¢nega objekta, s pomocjo katerega opisemo napetost v materialu.

Izrek 2.18 (Cauchyjev izrek o napetosti). Obstaja tenzor o, tako da velja

t(t, z, 1) = o(t, T)n. (2.26)
Tenzor o se imenuje Cauchyjev napetostni tenzor.

Dokaz. Podobno kot pri Cauchyjevi recipro¢ni relaciji si tokrat izberimo majhno
telo z oglis¢em v tocki . Naj bo to tetraeder s tremi stranicami, vzporednimi
koordinatnim osem, in normalo 77 na ploskev, ki jo razpenjajo preostale tri stranice,
kot prikazano na sliki 3.

Oznacimo oglisca tetraedra z A, Ay, Az, Ay = & in ploskve nasproti izbranega
oglisca s S, .55, 53, 54. Plos¢ine teh ploskev oznac¢imo z aq, as, as, as. Naj bodo pra-
vokotne stranice tetraedra dolge 1h, esh in e3h, kjer razmerje €; : €5 : €3 dolo¢imo
tako, da je normala na Sy enaka 7. Opisana konfiguracija je prikazana na sliki 3.
[zrac¢unamo lahko plos¢ine ploskev a; = %5253h2, ay = %5153h2 in ag = %5152h2.
Volumen tetraedra je V = %515253,}13. Vektorje v smeri koordinatnih osi oznac¢imo z
€1, €2, €3. Zunanja normala na ploskev S; je —é7, na ploskev Sy je —é5 in na ploskev
S3 je —e3. Normalo na preostalo ploskev, ki bo dolga ravno toliko, kot je plos¢ina
te ploskve, dobimo s pomocjo vektorskega produkta stranic, ki jo oklepata.

1
CL4ﬁ = 5(81h€1 — €2h€2) X (Eghgg — €2h€2) =
1
= —§€2€3h251 — §€1€3h2€2 — §€1€2h253 =

= a1€1 + a263 + asés.
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€2

Slika 3: Tetraeder, uporabljen v dokazu Cauchyjevega izreka o napetosti.

Ce izraz pomnozimo z i-tim baznim vektorjem, dobimo a; = (7 - &)as. Ponovno
uporabimo aksiom 2 o ohranitvi gibalne koli¢ine, razpisemo integral po povrsini
tetraedra po posameznih ploskvah, pomnozimo izraz s konstantnim vektorjem ¢ in
nato uporabimo izrek o povprecni vrednosti:

D - S
Z | Gam= | fav+ / 7ds.
Dt B, OB,
D 5 . . S
p—”dv fav + / £ adS + / £ 0dS + / £ adS + / t:dS,
Dt B sy S5 S5 S4
Dv -

—

V(pﬁ)(fl) . C= [V (%) + a1tz (¥3) + ast_g, (1) + ast_z, (&5) + asla (T )} "6

pri Cemer so @;, kot v prejSnjem dokazu, neke tocke v notranjosti ali na povrsini
tetraedra. Sedaj enacbo delimo z a4 in posljemo limito A — 0. Vse tocke Z; limitirajo
proti Z, ¢lena, ki vsebujeta volumen tetraedra, pa se priblizujeta 0. Z upostevanjem

. a, . - €;)ay
lim — = lim u
h—0 G4 h—0 ay

3
Y o
Zgornja enakost velja za vsak vektor 5 ko uporabimo se Cauchyjevo recipro¢no
relacijo (2.25), dobimo
3
b = Z(ﬁ : gz)_;'z
i=1

Ta zveza pove, kako je napetost na poljubni ploskvi povezana z napetostmi na koor-
dinatnih ploskvah. To nam dovoljuje definicijo Cauchyjevega napetostnega tenzorja
o

— i

dobimo

za katerega res velja

™y 1
I
S
U



2.3 Enacbe gibanja

V tem razdelku bomo iz aksiomov izpeljali lokalne enacbe gibanja, tako da jih bomo
iz integralske oblike prevedli v diferencialno. Prevedimo najprej aksiom 2 o ohranitvi
gibalne kolicine.

Izrek 2.19 (Cauchyjeva momentna enacba). Za gibanje kontinuuma velja Cauchy-
jeva momentna enacba

~o

th = f+divo. (2.27)

Opomba 2.20. Tako kot je enacba (2.25) analogija tretjega Newtonovega zakona,
je enacba (2.27) analogija drugega Newtonovega zakona: na levi imamo produkt
gostote mase in pospeska, na desni pa gostoto vseh sil, ki delujejo na telo.

Dokaz. Za vsako telo s prostorsko konfiguracijo B; velja

D - R
= | am= [ Fav + / #ds,
Dt B B
Dy }
Y v = / Fav + / oRidsS,
B Dt By 0Bt
Dv - :
—pdV = fdv +/ divodV,
B Dt B B

D
O:/ (F::p f dlva)dV.

V ra¢unu smo uporabili Gaussov izrek 1.3 za tenzorje drugega reda in izrek 2.16 o
menjavi odvoda in integrala. Ker mora biti zadnji integral enak ni¢ za vsako telo,
mora biti tudi integrand enak nic¢, kar dokaze trditev. O

Do sedaj Se nismo uporabili aksioma 3 o vrtilni koli¢ini. Njegova lokalna oblika
se prevede na zelo enostavno trditev o simetriji Cauchyjevega napetostnega tenzorja.
Trditev 2.21. Cauchyjev napetostni tenzor je simetricen:

ol =o. (2.28)
Dokaz. Za¢nimo z zakonom o vrtilni koli¢ini (2.21) in ga prevedimo v lokalno obliko.

D - -
—/fxﬁdm: a?xde+/ T X tdS.
Dt Jp, By 8B,

Posvetimo se zadnjemu ¢lenu in ga pomnozimo s konstantnim vektorjem w:

</ fxfds) -w:/ <f,f,u7>d5:/ (@, 7,7)dS =
8Bt 8Bt aBt

/(*x*) Fdsz/ (W x &) - ofidS =
OBy

T(@ x 7) d§:/d1v( T x 7))dV =
By

BBt

/ [(div o, W, Z) + o : grad(«@ x &)]dV.

By
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Zgoraj smo po vrsti uporabili: definicijo in cikli¢nost mesanega produkta, definicijo
o1, Gaussov izrek in relacijo iz trditve 1.10.
Podobno z @ pomnozimo tudi zakon o vrtilni koli¢ini in vstavimo zgornjo relacijo.

0:<£/f><v7dm— 7 x fdvV — fxfds).w:
Dt B Bt OBy
D -
=— [ (&, v, 7)dm — / (@, f,w)dV — / [(div o, W, Z) + o : grad(W x &)]dV =
Dt Bt Bt Bt
DU -
- / (=2 &, T)dV — / (., B)dV — / [(div o, @, 7) + o : grad(@ x T)]dV =
Bt Dt Bt Bt

:/ {<p——f—diva,u7,f>—U:grad(zﬁxf)} dv =
By

Pri tem smo uporabili definicijo in cikli¢nost mesanega produkta, Cauchyjevo mo-
mentno enacbo (2.27) in dejstvo, da je

Dv
Dt

Dv
Dt’

—

E(f,ﬁ,tﬁ):(v,ﬁ,uﬁ—l—(% , W) = ( W, 7).

Ker aksiom o vrtilni koli¢ini drzi za vsako telo, mora biti
o:grad(w x &) =0

za poljuben vektor w. Tenzor grad(w x Z) je antisimetrien in vsak antisimetri¢en
tenzor lahko zapiSemo v tej obliki s pomocjo njegovega osnega vektorja. Zgornja
relacija je zato ekvivalentna trditvi, da velja

c:w=20

za vsak antisimetricen tenzor w. Torej je o € Asym(R?)* in po trditvi 1.1 mora
biti o simetricen. O

2.4 Konstitutivne enacbe

Do sedaj izpeljane enacbe veljajo za poljuben kontinuum, naj bo to tekocina, pla-
sti¢na ali elasti¢na trdnina. V tem razdelku si bomo ogledali enacbe, ki definirajo
obnaSanje nasega kontinuuma kot elasti¢ne trdnine preko posplositve Hookovega za-
kona, ki povezuje napetosti v materialu z njegovo deformacijo. Naucili smo se Ze,
kako izrazamo napetost, sedaj pa si poglejmo, kako merimo deformacijo teles. Tu-
kaj bomo tudi privzeli, da je referen¢na konfiguracija kar prostorska konfiguracija
na zacetku gibanja.

2.4.1 Mera deformacije

Definicija 2.22 (Gradient deformacije). Koli¢ino F' = g—;:(t,)f ) = Grad ¥ imenu-
jemo gradient deformacige.
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Tenzor F' je drugega reda in v vsaki tocki predstavlja lokalno deformacijo telesa.
Privzeli smo Ze, da je ¥ difeomorfizem, torej je F mneizrojen, dodatno pa bomo
privzeli Se, da gibanje & ohranja orientacijo, saj so taka vsa gibanja v realnosti.
Od tod sledi, da je det FF > 0. Fizikalno interpretacijo I dobimo z naslednjim
Taylorjevim razvojem:

dit .= 2(t, X + dX) — Z(t, X) = FdX + O(dX?). (2.29)

Tenzor F' do prvega reda natancno opise, kako se vektor dX iz referenéne konfigura-
cije deformira v vektor d’ v prostorski konfiguraciji. Vendar, ni celotna deformacija,
ki jo opiSe tenzor F' taka, da bi povzrocala napetosti. Hookov zakon v eni dimen-
ziji pravi, da je sila sorazmerna raztezku. Ce imamo opravka s togim premikom
X Q)Z + a, ta premik ne bo povzrocil nobene napetosti, saj se bo telo samo
premaknilo, ne pa raztegnilo.

Primer 2.23. Naj bo dana tanka pahca kot na sliki 4, kl jo raztegnemo vzdolz
njene nosilke. Premik v tocki X je @(X) = Z — X, v tocki X + dX pa u(X + dX).

X X+dX

@(X) a(X+dX)
Slika 4: Razteg tanke palice vzdolZz njene osi.

Dejanski relativni raztezek delcka palice dolzine dx je
A7 —dX (X +dX) - F(X) - (X +dX - X)
dX dX
_ )= 0X) _ a1%) 1 0(R). (2.30)
dX
Do prvega reda je relativni raztezek v tocki X enak kar @’ ()? ).

Preverimo Se, da ta mera raztezka zadosca nekaterim intuitivnim zahtevam. Za
togi premik X — X + ¢ velja ﬁ(X) = ¢ in 4'(X) = 0, kot pricakovano. Za
enakomerni razteg X — aX je @(X) = aX — X in @'(X) = a — 1. Tudi to ustreza
pricakovanjem, saj za a = 1 ni raztezka, za a < 1 je to skrcitev in je raztezek
negativen, za a > 1 pa je raztezek pozitiven.

Posplositev mere deformacije med tockama Xin X+dX v visje dimenzije bi
bila

_ [z — 14X
laX]|

Toda veliko lazje je racunati s kvadrati norm kot z normami vektorjev, zato je bolj
primerna Cauchyjeva mera

(2.31)

O [P

= (2.32)
X[
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Ker velja g9 = (1 +1)* — 1 = 2¢; + €2, je za majhne pomike €5 ~ 2¢;. Meri sta za
majhne pomike torej ekvivalentni.
Izra¢unajmo infinitezimalno aproksimacijo mere &s.

S (L [dX|* _ Jdz) | _ [FdX + O@X?)|* |

|dX |2 [dX |2 |dX |2
dXTFTFaX dxs3 dX dX .
— L T O(dX?) _ 1= —(F"F—1)—— + 0(dX)  (2.33)
|dX |2 [dX || " [ldX]||

V limiti dX — 0 lahko mero £, predstavimo s tenzorjem FTF — I, mero €; pa s
tenzorjem F.
Definicija 2.24 (Deformacijski tenzor). Koli¢ina

E = %(FTF — 1) (2.34)

se imenuje (Cauchy-Greenov) deformacijski tenzor.
Trditev 2.25. Deformacijski tenzor E lahko izrazimo z gradientom pomika kot

1
E = 3 (Grad @+ Grad @' + Grad @' Grad @) . (2.35)

Dokaz. Trditev pokaze preprost racun. Spomnimo se, da je pomik definiran kot
u(X) =Z(X) — X in je gradient pomika enak
= ou  0F
Grad@(X) = = =2 _[=F_1.
0xX 0X

Izrac¢unamo:

(Grad @+ Grad @' + Grad @' Grad ﬁ) =

N —

(F—I+F' —I+(F-D)"(F-1) =

(F+F'—2I+F'F-F—-F"+1I)=

NIRN RN

(FTF—1) =
O

Deformacijo F' lahko s pomocjo polarnega razcepa zapiSemo kot F' = RU, kjer
je R ortogonalna in U pozitivno definitna matrika. Tenzor R predstavlja rotacijo,
U pa razteg in strig. Predstavljamo si lahko, da deformacijo F' izvedemo tako, da
najprej telo v koordinatnem sistemu, v katerem je U diagonalna, raztegnemo, nato
pa zavrtimo v kon¢no lego.

Rotacija R ne vpliva na obrabo in deformacijo materiala, saj je pomik tog in
ne povzroca notranjih napetosti. Prava mera deformacije, ki vpliva na napetost v
materialu, torej ne vsebuje nobenih rotacij. Za mero deformacije bi lahko vzeli kar
razliko U — I, toda polarni razcep matrike je tezko izrac¢unati. Poglejmo si, kaksno
zvezo ima zgoraj definirani deformacijski tenzor E z U:

1

T N e 1o
E=(F'F—I)=g(UTRTRU —I) = 5(U* - I). (2.36)

19



Vidimo, da E meri razliko U? — I, torej nam pove, kako se nase gibanje razlikuje
od identitete, ki predstavlja gibanje brez deformacij. Kot pri enodimenzionalnem
primeru si oglejmo, kako se E obnasa pri enostavnih deformacijah.

Primer 2.26. Pokazimo, da je za toge deformacije E' = 0. Naj bo deformacija toga,
torej oblike X — QX' + ¢ z ortogonalno konstantno matriko () in konstantnim c.
Tedaj je

—_

1 1
E:EMTF—U:E«fQ—Iy:4J—U:o. (2.37)
Oglejmo si Se enostavni razteg v smeri osi, dan kot X diag(A1, Ag, Ag))z. V tem
primeru velja F' = diag(A1, A2, A3) in

[\

(2.38)

2 2 2
E:m%(M 1 A2—1 A2 W'

2 7 2 72

Ce so \; = 1, je E res 0, sicer pa so v njegovih diagonalnih komponentah zapisani
raztezki vzdolZz posameznih osi.

Opomba 2.27. Velja tudi obrat trditve, da je za toge transformacije £ enak nic,
in posledi¢no ekvivalenca, da je £ = 0 natanko tedaj, ko je transformacija toga.
Ta ekvivalenca je dokazana za primer infinitezimalnega deformacijskega tenzorja v
trditvi 2.30.

V teoriji linearne elasti¢nosti se bomo ukvarjali z majhnimi pomiki in majhnimi
gradienti pomikov. Zato poenostavimo deformacijski tenzor z geometrijsko lineari-
zacijo: zanemarimo ¢len Grad @' Grad .

Definicija 2.28 (Infinitezimalni deformacijski tenzor). Koli¢ino

1
€= E(Gradﬁ + Grad @) (2.39)

imenujemo infinitezimalni deformacijski tenzor.
Opomba 2.29. Infinitezimalni deformacijski tenzor & = 1(Grad @ + Grad @") smo
dobili kot geometrijsko linearizacijo deformacijskega tenzorja (2.35) tako da smo v

izrazu 1
E::§<Chwiﬁ+(hadﬁT+E§E&ﬁleﬁ%u® (2.40)

zanemarili kvadratni ¢len Grad @' Grad @.

Pokazimo Se naslednjo karakterizacijo, ki pove, da se tudi € za toge pomike
obnaga kot pri¢akovano. Dokaz je povzet po [20, str. 56].
Trditev 2.30. Infinitezimalni deformacijski tenzor € je niceln natanko tedaj, ko je

@=ad+0bxX, (2.41)
za konstantna vektorja d in b.

Dokaz. 1z € = 0 direktno sledi Gradu = — Gradu', torej je Grad v antisimetricen.
Naj bo Q odprta konveksna mnozica V B. Izberimo poljubni tocki )?1,)?2 e Q
in daljico med njima enakomerno parametriziramo, tako da je (1) = Xl,y(O) =
)Z'Qg'y(t) = X, — X,. Integrirajmo Grad @ po 7:

—

mmyﬂ@ﬁil@mwmmw@ﬁzlGmwmmdyagﬁ
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Ce zgornjo enakost skalarno pomnozimo z X; — X5, zaradi antisimetri¢nosti Grad @
dobimo

(X) — Xo) - (@(X)) — (X)) = /0 (X) — Xo) - Grad @(~(t)) (X, — X,) dt = 0.

(N

v~

[e=]

— —

Videli smo torej, da za vsaka )Z'l in )Z'g velja ()Z'l — )22) (U(Xy) —u(Xy)) = 0.
Odvajajmo ta izraz po Xi:

—

(X)) — @(X) + Grad @(X,)T (X, — X5) =0
in ¢e ga odvajamo Se po )?2, dobimo
— Grad i(X,) — Grad @(X;)T = 0.
Upostevamo Se antisimetri¢nost Grad « in dobimo, da je
Grad @(X,) = Grad @(X,).

Ker lahko telo B pokrijemo z odprtimi konveksnimi mnozicami (na primer kroglami),
je Grad @ konstanten. Pomik # je torej oblike © = @ + (Grad 11'))2 Ker je Grad @
antisimetricen, ga lahko zapisemo kot vektorski produkt z njegovim osnim vektorjem
in dobimo @ = d+b x X. O

2.4.2 Hookov zakon

Potrebujemo Se relacijo med deformacijo in napetostjo, ki jo v splosnem zapiSemo kot
o = f(e), predpostavimo torej, da je napetost odvisna samo od deformacije. V teoriji
linearne elasti¢nosti predpostavimo, da je zveza f med napetostjo in deformacijo
linearna in jo imenujemo Hookov zakon, saj je posploSitev obicajnega Hookovega
zakona za vzmet.

Aksiom 5 (Hookov zakon). Napetost je linearno odvisna od deformacije, preko
tenzorja Cetrtega reda C'

o=C:¢. (2.42)

Tenzor C' se imenuje tenzor elasticnosti ali togostni tenzor (angl. stiffness tensor) in
ima v splofnem 3* = 81 prostih parametrov.
Opomba 2.31. Aksiom 5 se po komponentah glasi 0;; = Cjjricp.

Na sreco v splosnem C' nima 81 prostih komponent. 1z trditve 2.21 o simetri¢nosti
o sledi, da lahko prosto zamenjamo indeksa 7 in j, zato velja Cjji; = Cjir. Podobno
iz simetriénosti ¢ sledi, da je Cjj = Cijie. S tem smo C' reducirali na 6% = 36
komponent.

Dodatno lahko zmanjSamo Stevilo neodvisnih komponent C', ¢e predpostavimo,
da zveza med deformacijo in napetostjo izvira iz nekega potenciala U = U(¢), ki mu
pravimo gostota energije deformacije. V tem primeru je zveza med o in € dana z

~ 9dU(e)
0

g

(2.43)
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Materialom, pri katerih je zvezo med napetostjo in deformacijo mozno opisati z
gostoto energije deformacije, pravimo hiperelasticni materiali. Ce predpostavimo
hiperelasti¢nost obravnavanega materiala, vidimo, da je

ou

@ = Uij = Oijklgkl‘ (244)

Odvajamo Se enkrat po ¢4 in dobimo

oU
a&ﬁkl

Vrstni red drugih odvodov ni pomemben, zato je Cjjn = Cri;. Velja tudi obratno:
¢e zelimo, da je linearno elasticen material hiperelasti¢en, mora veljati C;ju = Chij-
Od sedaj naprej predpostavimo, da so vsi materiali hiperelasti¢ni, s ¢imer smo C
reducirali na 21 komponent. Gostota energije deformacije je v tem primeru dana
kar s kvadratno formo

1
U= 3¢ C:e. (2.46)

Tenzor C se dodatno poenostavi, ¢e predpostavimo, da je material izotropen, torej
“enak v vse smeri”. Izotropni tenzorji so pomembni objekti v mehaniki kontinuuma
in so dobro raziskani. V dveh dimenzijah je edini (linearno neodvisen) izotropen ten-
zor identiteta d;;, v treh dimenzijah je to permutacijski tenzor €5, splosen izotropen
tenzor Cetrtega reda pa je oblike

Cijit = N0ijOr + 10ix051 + KO0k, (2.47)

kjer so A, pu in & splosni skalarji. V [30] so karakterizirani vsi izotropni tenzorji do
reda 8, stevilo izotropnih tenzorjev dimenzije n pa je navedeno kot vnos st. A005043
v spletni enciklopediji celostevilskih zaporedij [58].

Vidimo, da je vsak izotropen linearno elasticen material nujno hiperelasticen, saj
je simetrija Cjji = Chij izpolnjena ze v definiciji (2.47). Ostalima dvema simetri-
jama je zadosc¢eno le, ¢e za izotropen C' velja k = A. 'V tem primeru zvezo o = C': ¢
za tak tenzor zapiSemo kot

0ij = Cijricr = N0ijOmers + (0051 + 00k )i, (2.48)
kar lahko brezkoordinatno zapisemo kot
o= Ntre)l + 2ue. (2.49)

S tem smo preostalih 21 prostih parametrov reducirali na dva parametra, A in u, ki ju
imenujemo Laméjevi konstanti [57, str. 211]. Obi¢ajno so materiali tudi homogeni,
torej snovne konstante niso krajevno odvisne. Navkljub privzetim predpostavkam
lahko samo z dvema konstantama dobro opisemo kar nekaj materialov, kot na primer
zelezo, aluminij in ostale kovine, zlitine, kot npr. jeklo, ter tudi steklo. Primer
anizotropnega materiala, ki ga na tak nac¢in ne moremo opisati, je les, saj zaradi
letnic ni enak v vseh smereh. V strojniskih priro¢nikih najdemo snovne lastnosti
bolj pogosto opisane s parametroma F in v, ki jima pravimo Youngov (proznostni)
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modul in Poissonovo razmerje. Zveza med njima in Laméjevima parametroma je

dana z
B L3N\ + 2p) A

Tt 0 U T a0

Pogosto najdemo tudi druge snovne parametre, kot na primer strizni modul ali
stisljivost. Tabela pretvorb med razlicnimi parametri je na voljo v [57, tabela 5.1,
str. 215]. Teoreti¢na omejitev za parametre je dana s tem, da zahtevamo pozitivno
definitnost energije U kot kvadratne forme, ki jo bomo potrebovali tudi v izreku 2.39
o enoli¢nosti in obstoju resitev. Energija je pozitivno definitna, ¢e je A\, u > 0 ali pa
je, ekvivalentno, £ > 0in —1 < v < % Poissonovo razmerje predstavlja razmerje
med tem, koliko se telo pri raztegu v eni dimenziji skréi v drugi. Materiali, ki imajo
Poissonovo razmerje negativno, se ob raztegu v eni dimenziji raztegnejo tudi v drugi,
se imenujejo aukseticni materiali (angl. auxetic materials). Eden prvih aukseti¢nih
materialov je bil sintetiziran leta 1987 [37], raziskave na tem podro¢ju pa so aktivne
Se danes.

V praksi se izkaze, da pozitivni definitnosti brez tezav zadostimo. Vrednosti
parametrov za nekaj pogostih materialov so podane v tabeli 1 in jih lahko najdemo
v primernem fizikalnem ali strojniskem priro¢niku, npr. v [9, str. 11].

(2.50)

material | E |GPa| | v

jeklo 189 - 216 | 0.30
aluminij | 68 — 82 0.33

steklo 61 - 110 | 0.18 - 0.30
beton 25 — 38 0.10 - 0.20

Tabela 1: Vrednosti elasti¢nih parametrov za pogoste materiale.

2.5 Navierova enacba

Sedaj imamo vse pripravljeno za opis teorije linearne elasti¢nosti:

(Grad @ + Grad @),

(1) mera deformacije: € = 3

(2) konstitutivna zveza: ¢ = C' : ¢ in

3) gibalna enacha: p2Z = f + divo.
) PDi

Naredimo Se nekaj poenostavitev. Ker so gradienti pomikov majhni, za poljubno
koli¢ino ¢ velja

Grad ¢ = % = %g—; = grad ¢(I + Grad u) ~ grad ¢. (2.51)

Zaradi majhnih gradientov pomika je vseeno, ali uporabljamo odvode glede na pro-
storski ali glede na referen¢ni polozaj. Enak argument lahko uporabimo tudi za
divergenco in obi¢ajne odvode.

Cauchyjevo gibalno enacbo lahko namesto v prostorski zapisemo tudi v referen¢ni
konfiguraciji. Pri tem lahko zaradi majhnih gradientov pomikov namesto div piSemo
Div in Cauchyjev napetostni tenzor ena¢imo z napetostnim tenzorjem, zapisanim v
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referen¢nem sistemu. Opustimo tudi strogo loc¢evanje referen¢nega in prostorskega
polozaja, saj bodo od sedaj naprej enac¢be vedno zapisane v referencni konfiguraciji.
Odvode po ¢asu zato pisimo kar s piko, za operatorje pa uporabljajmo obi¢ajne male
¢rke ali pa kar V.

S temi poenostavitvami dobimo linearizirano enacbo gibanja, ki pravi

pii(t, X) = f(t, X) + divo(t, X). (2.52)

Pripravljeno imamo vse, da napiSsemo konc¢no enacbo, ki opisuje deformacijo
materiala.
Izrek 2.32 (Navierova enacba). Ce so gradienti pomikov v linearno elasticnem izo-
tropnem homogenem nepolarnem kontinuumu maghni, potem za njih velja Navierova
enacba

pii = f+ (A + p) grad div @ + pAd. (2.53)

Dokaz. Od linearne enac¢be gibanja (2.52) do Navierove enac¢be nas lo¢i le Se izra¢un
diveo. Za primerjavo naredimo izrac¢un koordinatno in nekoordinatno. Zac¢nimo s
koordinatnim:

1 1 1
Eij = §(grad w)ij + §(grad u')i; = Uiy T S U

1 1 1
Uij = Askkéij + 2[1,817‘ = /\E(Uk’k + Uka)(Sij + 2#(5”1,] + §uj,i) =
= Mg p0s5 + p(j + ;)
(dive); = 0ij; = Mg ridij + iy + ujij) = Mg gi + (Ui gk + U gi) =
= (A4 p)up i + pipe = (A + p)(grad(ugr))i + p(Au); =
= (A + p) grad div u + pAu);.

Nekoordinatni dokaz pa potrebuje nekaj dodatnih relacij iz razdelka 1.2 glede
diferencialnih operatorjev, ki jih uporabimo v spodnjem izracunu:

dive = Adivtr(e)] 4+ 2udive =

1
= )\g(div((tr gradu)I) + div((tr gradu")I) + pdiv(grad u + gradu') =

= %(div((div w)l) + div((divu)l)) + pAu + pgrad divu =

= Agraddivu + pgrad divu + Aw.

Izra¢un da enak rezultat kot prej in izrek je ponovno dokazan. O

Opomba 2.33. V stacionarnem stanju = 0, se Navierova enac¢ba poenostavi v
(A + p) grad div @ + pAT + f=0 (2.54)

in jo imenujemo stacionarna Navierova enacba.

Opomba 2.34. Bolj splosno obliko Navierove enacbe, ki dopusca tudi bolj splosen
C' ali prostorsko odvisnost parametrov A in u, dobimo tako, da preprosto vstavimo
definicijo o v linearizirano Cauchyjevo momentno enac¢bo. S tem dobimo enacbo

-1 .
pu = 5 div(C : (grad @ + gradd')) + f. (2.55)
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Opomba 2.35. Teorija linearne elasti¢nosti se imenuje linearna zaradi dveh linea-
rizacij, narejenih v izpeljavi Navierove enac¢be. Prva je linearizacija deformacijskega
tenzorja, izpostavljena v opombi 2.29, kjer v deformacijskem tenzorju F zanema-
rimo kvadratni ¢len in £ zamenjamo z infinitezimalnim deformacijskim tenzorjem
e. Druga linearizacija pa je sam Hookov zakon (2.42), kjer predpostavimo linearno
odvisnost napetosti od deformacije.

2.6 Obstoj in enoli¢nost resitve

Navierova enacba je linearna parcialna diferencialna enacba drugega reda. Obstoj in
enoli¢nost resitve bomo pokazali za stacionarno Navierovo ena¢bo (2.54) z meSanimi
robnimi pogoji, pri katerih je na nekem delu roba predpisan pomik, na drugem delu
pa povrsinska sila.

Enacba je linearna, zato je ideja dokaza obstoja in enoli¢nosti, da resitev enacbe
zapiSemo kot linearen funkcional na primernem prostoru in nato uporabimo Riezsov
reprezentacijski izrek 1.19, ki nam bo dal obstoj in enoli¢nost resitve. Ideja dokaza
je vzeta iz |38, izrek 3.17.1, str. 232|. Iz izkuSenj vemo, da bo resitev obstajala in bo
enoli¢na kvec¢jemu v Sibkem smislu, zato prevedimo enac¢bo v Sibko obliko in defini-
rajmo Sibko reSitev. Zaceli bomo bolj splosno in prevedli stacionarno linearizirano
enacbo gibanja (2.52) v 8ibko obliko, nato pa nadaljevali do stacionarne Navierove
enacbe. Sibko obliko ena¢be dobimo tako, da jo pomnozimo s splosno funkcijo v,
integriramo in preko integracije per partes ali drugih izrekov znizamo red odvoda na
funkciji, ki jo iS¢emo.

Trditev 2.36. Sibka oblika linearne stacionarne enacbe gibanja div o + f: 0 je

/a:e(U)dV—/ F-ﬁdS—/f-Udeo. (2.56)
Q o0 Q

Dokaz. Pomnozimo enacho div o+ f = 0 skalarno z @ € [L2(€)]? in integrirajmo po
Q2 ter poskusajmo prenesti odvode iz ¢ na v. Dobimo

/(17- dive + - f)dV = 0.

Q

Sedaj obrnemo relacijo iz trditve 1.10 ter upoStevamo simetri¢nost ¢ in dobimo
v-dive = div(ov) — o : grad v. Ker je o simetricen in pravokoten na antisimetri¢ne

tenzorje, je vseeno, ¢e pri grad ¢ upoStevamo samo simetri¢ni del, (v) = %(grad v+
grad 7). Nadaljujemo z ra¢unom in dobimo

/Q(div(aﬁ) — 0 e()dV + /917 fdv =0,

/ aU-ﬁdS—/a:s(ﬁ)dV—l—/ﬁ-de:O,

o0 Q Q

/ U-de—/a:g(U)dVJr/U-de:O. O
o0 Q Q

Pri Navierovi enacbi upostevamo Se relacijo 0 = C' : €, s pomocjo katere defini-
ramo Sibko reSitev. Najprej pa si natan¢no oglejmo problem in prostor, v katerem
bomo resitve iskali. Problem zastavimo za splosno stacionarno obliko Navierove
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enacbe (2.55), pri Gemer predpostavimo le pozitivno definitnost C'. Najti Zelimo ,
ki zadosca

na 2
na S C 0N (2.57)
on=(C:e(@)i=t  nadQ\S,

div(C : e(a)) +

Ql Khl
I

0
0

pri Cemer je () povezana omejena odprta mnozica z odsekoma gladkim robom, S nek
kos 0f) z odsekoma gladkim robom in 77 enotska zunanja normala za 0f). Klasi¢no
reSitve is¢emo v podprostoru dvakrat zvezno odvedljivih funkcij C?(Q, R?), za katere
velja i|s = 0. Ozna¢imo ta prostor s C% in na njem definirajmo bilinearno formo

(@, 7)p = /Q e(@) : C : e(B)dV. (2.58)

Trditev 2.37. Bilinearna forma (2.58) doloca skalarni produkt na C% .

Dokaz. Simetri¢nost in bilinearnost sta ocitni iz lastnosti integrala. Iz pozitivne
definitnosti integrala in tenzorja C' sledi, da je (@) = 0. Od tod po trditvi 2.30 sledi,
da je 4 oblike & = @ + b x . Zaradi ni¢elnosti na delu roba mora biti @ = 0. O

Prostor C? ni poln, podobno kot prostor zveznih funkcij ni poln v L?. Oznacimo
njegovo napolnitev v normi || - ||g z E. Sedaj imamo vse pripravljeno za definicijo
Sibke resitve problema 2.57.

Definicija 2.38. Resitev 4 € E je Sibka reSitev problema 2.57, ¢e za vsako funkcijo
v € E velja

/e(ﬁ):czg(ﬁ)cﬂ/—/ 7. ﬁdS—/f-UdV:O. (2.59)
Q OO\S Q

S pomocjo definicije 2.38 lahko zapiSemo izrek o obstoju in enoli¢nosti resitev.
Izrek 2.39. Naj bo f € [L5(Q)]® int € [L3(Q)]3. Potem ima problem 2.57 natanko
eno Sibko resitev v prostoru E.

Dokaz. Kornova neenakost 1.13 pravi, da je

/(|ﬁ|2 + |l grad @[2)dV < cl/e(ﬁ) O e(@)dV,
Q Q

Drugace prebrano zgornja neenakost pravi, da je ||u|][2H1(Q)]3 < ¢1]|ul|%. Dano imamo
torej zvezno vlozitev E' v [H(2)]3. Na vsaki komponenti @ lahko sedaj uporabimo
poseben primer (1.15) izreka o vlozitvi prostorov Soboljeva 1.14 in dobimo, da vsaka
komponenta @ in |d] lezijo v LS. Po posebnem primeru (1.16) izreku o sledi 1.16
dobimo, da na robu 9 komponente in norma @ lezijo v L*. Dobimo verigi zveznih
vlozitev
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ki prek norm na prvem in zadnjem prostoru implicirata neenakosti

1
6
latloe = ( [ fatav)" < calle
i
il = ([ 1atav)” <l
90\S

Na 8ibko obliko Navierove enacbe iz definicije Sibke resitve 2.38 lahko gledamo

kot na enacbo oblike
<U7 ﬁ>E = F(U>7

kjer je F' linearen funkcional na E, ki slika kot

F(ﬁ):/ f-UdSJr/f-ﬁdV

O0\S Q

Prostor E je poln in opremljen s skalarnim produktom, torej je Hilbertov. Ce
pokazemo Se, da je F' zvezen, lahko zanj uporabimo Riezsov reprezentacijski iz-

rek 1.19. Ekvivalentno je, ¢e pokazemo omejenost F'. Z uporabo trikotniske, Cauchy-
Schwarzeve, Holderjeve in zgoraj izpeljanih neenakosti dobimo

[rav|< [|7a /ﬁﬂwuv<
(/Wﬂcnﬁﬁ(/Wmdv> <

6
< 0o, ker feLB’(Q) < C2HUHE

< et

n

/ F-Uds‘g/ |F-U\d5§/ |t]|5]dS <
OO\S OO\ S o0\ S

(o) ()
Noays RS )

v~ g

- 4 e
< o0, ker TEL3 (90\S) < cllvlle

< ezeq||]| -

Funkcional F' je po trikotniski neenakosti omejen in zato zvezen. Po izreku 1.19
obstaja enoli¢no dolo¢en u* € F, tako da je

Fv) = (0,@") g
za vsak 7 € E. Sibka oblika ena¢be se torej glasi
(0,0)p = F(0) = (0,0") p.
Ce prenesemo vse na eno stran, dobimo, da za vsak 7 € E velja
(5,1 — 1) =

Ker je @ — w* pravokoten na vse v € F, ne preostane drugega, kot da je @ =
enoli¢na reSitev v smislu definicije 2.38.

Iy
O~
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Samo enoli¢nost lahko dokazemo tudi na bolj elementaren nacin, ki morda nudi
boljsi vpogled v to, kako robni pogoji dolo¢ijo enoli¢nost resitve v notranjosti, hkrati
pa ne potrebuje tako strogih predpostavk na f in t.

Izrek 2.40 (Kirchoff). Resitev problema 2.57 je enolicna v E, ce obstaja.

Dokaz. Denimo, da imamo dve reSitvi @; in s z enakimi robnimi pogoji. Ker sta
tako w7 kot 1y Sibki resitvi, zadoScata

/5(61):0:5(77)dV—/ F-ﬁds—/f-ﬁzo,
Q OO\S
/5(@):(]:5(17)(1\/—/ F-ﬁdS—/f-ﬁ:O.
Q OO\S Q

Razlika W = 1, — sy torej zadosca

2

/Qg(w) L O e(§)dV = 0.

Funkcija @ je v prostoru E, saj je na S enaka 0, zato zgornja enacba velja tudi za
W = ¢. Zaradi pozitivne definitnosti C' sledi e(@) = 0, od koder kot prej zaradi
robnih pogojev sledi w = 0 oziroma i = us. O

Opomba 2.41. Iz enoli¢nosti v E sledi tudi enoli¢nost v klasi¢nem smislu, saj je
prostor klasi¢nih resitev podprostor v F.

2.7 Priprava na numeri¢no reSevanje

Za numericno resevanje se postavimo v kartezi¢ni koordinatni sistem. Komponente
tenzorja o razpisimo:
Ozz Ozy Ogzz
0= 0wy Oy Oyl (2.60)
Ozz Oyz Oz

pri ¢emer smo Ze upostevali simetrijo. ReSevati tridimenzionalne enacbe je tezje kot
dvodimenzionalne, zato si oglejmo dve poenostavitvi.

2.7.1 Poenostavitev na dve dimenziji

Tridimenzionalne probleme se zavoljo lazje formulacije, manjse ra¢unske zahtevnosti
in lazje implementacije, pogosto prevede na nizjedimenzionalne. Spodaj sta na
kratko opisani dve najbolj pogosti poenostavitvi. Bolj podroben opis je dan v |57,
str. 260-278|.

Ravninska deformacija: Pri tej poenostavitvi predpostavimo, da nimamo pomi-
kov v eni izmed koordinatnih smeri, torej brez skode za splosnost uz = 0 in
preostali dve komponenti sta neodvisni od tretje koordinate. Posledi¢no so
€xz,Ey. 1N €, enaki 0. Ta poenostavitev je primerna za telesa, ki imajo eno
dimenzijo mnogo vecjo od drugih in se vzdolZ nje ne spreminjajo, torej za (ne
nujno krozne) valje. Dobimo enacbo, ki je enaka tisti v treh dimenzijah, le da
ima eno komponento manj.
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Ravninska napetost: Pri tej poenostavitvi predpostavimo, da napetost nima ne-
nicelnih komponent v smeri ene izmed koordinatnih osi, torej, po primerni
rotaciji koordinatnega sistema, da so komponente o,.,0,, in 0., enake 0. Ta
poenostavitev je primerna za telesa, ki so “tanke plos¢e”, torej imajo eno di-
menzijo veliko manjsSo od ostalih dveh. Poleg tega morajo biti vse obremeni-
tve vzdolz plosce. Ta poenostavitev da enako enac¢bo kot v treh dimenzijah,
le da je potrebno uporabiti druge materialne konstante: namesto \ v zvezi
o = Atrel + 2pue moramo uporabiti A = 22 Pretvorba drugih parametrov

A2p
je dana v |57, str. 276, tabela 7.1].

Pri obeh poenostavitvah se iz pogojev izpelje, da v Navierovi enacbi ne nastopa
tretja komponenta u. V dveh dimenzijah pisemo prvo komponento pomika z u in
drugo z v, komponente polozaja pa oznacujemo z x in y. Ce si razpisemo izraze za
deformacijski tenzor in napetostni tenzor za dvodimenzionalni primer, dobimo:

ou 1ou | v
a (A+2u) (g, +52)
“‘[ e b g 20

2.7.2 Robni pogoji

Pri resevanju robnih problemov bomo imeli tri vrste robnih pogojev. Dirichletove
robne pogoje u|spn = Uy bomo uporabili, ko bomo poznali pomike na robu. Naj-
pogosteje bo pogoj oblike @ = 0, ko kos robu materiala drzimo pritrjen. Pri drugi
vrsti robnih pogojev poznamo napetosti na robovih. Najpogosteje bomo podali kar
napetost na robu ¢ = {y, kjer je o neka znana vrednost, npr. 0, ¢e je ta rob prost.
Tretja vrsta pogojev bodo simetrijski pogoji, ko bomo problem reducirali preko neke
osi simetrije, na osi pa bomo zahtevali kompatibilnostne ali simetrijske pogoje.

Oglejmo si bolj natan¢no pogoje, podane z napetostjo. Napetost na robu izracu-
namo preko napetostnega tenzorja, t = ofi, kjer je i zunanja normala na rob. Zveza
to = ofi, zapisana v kartezi¢nih koordinatah, da dva pogoja

{tOx} _ [A?)—Zﬂ;(wr?u)?)—i (5 + 52 } [nx} |
Il

S . 2.63
toy Qu guy NDE () 4 2 (2.63)

Ny
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3 Numeri¢cna metoda

V 20. stoletju je skupaj z razvojem racunalnikov zacel svojo pot tudi razvoj numeric-
nih metod za reSevanje parcialnih diferencialnih enacb. Do danes je bilo razvitih ve-
liko metod za numeri¢no reSevanje parcialnih diferencialnih ena¢h. Dva pomembna
razreda metod se loc¢ita glede na obliko, v kateri resujemo parcialno diferencialno
enacbo: §ibki (angl. weak form) ali krepki (angl. strong form). Najznamenitejsi in
zelo uspesen predstavnik prve skupine je metoda konénih elementov (MKE) (angl.
finite element method (FEM)) [35, str. 340], kjer problem najprej prevedemo v sibko
obliko, nato pa resitev pois¢emo kot linearno kombinacijo baznih funkcij iz izbranega
prostora. Najbolj poznan predstavnik metod, ki resujejo problem v krepki obliki,
pa je metoda konc¢nih diferenc (MKD) (angl. finite diference method (FDM)) [35,
str. 296, pri kateri direktno diskretiziramo operator, ki nastopa v enacbi.

Poleg tega se metode delijo tudi glede na tip diskretizacije domene, ki ga potrebu-
jejo. Metoda konénih elementov potrebuje mreZo, nad katero deluje, tj. triangulacijo
notranjosti domene, ki inducira tudi mrezo na robu. Metoda robnih elementov potre-
buje mrezo samo na robu domene. Metoda koné¢nih diferenc je obic¢ajno formulirana
na pravokotni mrezi. Obstajajo pa tudi metode, ki mreze ne potrebujejo; imenujemo
jih brezmrezne metode (angl. meshless methods) [40]. Metoda, predstavljena v tem
razdelku bo resevala enacbo v krepki obliki in bo brezmrezna.

3.1 Izpeljava

Izpeljavo zac¢nimo z osvezitvijo spomina na metodo konc¢nih diferenc, ki bo sluzila
kot motivacija.

3.1.1 Ideja in motivacija

Primer 3.1. ReSujemo enodimenzionalno Poissonovo enacbo. Izpeljava metode
kon¢nih diferenc ne bo povsem obic¢ajna in tudi ne najkrajsa mozna, ampak bo
narejena tako, da jo bomo lahko posplosili v brezmrezno metodo.

Resujemo problem z meSanimi robnimi pogoji

W'(2) = f(z) ma (a,b),
u(a) = A, (3.1)

katerega resitev poznamo v kvadraturah

u(z) = / (/bn f(g)dg) dn + Bz — a) + A. (3.2)

Numeri¢nega reSevanja se lotimo tako, da interval [a,b] diskretiziramo na N
enakih delov dolzine h = I’_T“ z delilnimi to¢kami x; = a +ih, za+ =0,...,N. Za
vsako od teh tock uvedemo neznanko u;, ki predstavlja neznano funkcijsko vrednost
v tocki x;. S pomocjo vrednosti w;_1,u; in w41 zelimo aproksimirati v”(x;). To
nam bo dalo zvezo med spremenljivkami in ko jo uporabimo za vse notranje tocke
ter upostevamo Se robne pogoje, dobimo sistem linearnih enach, katerega resitev da

aproksimacijo funkcije w.
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Funkcijo v v okolici x; aproksimiramo z interpolacijskim polinomom, njene od-
vode pa z odvodi interpolacijskega polinoma. Za izrac¢un interpolacijskega polinoma
zapis$imo nastavek

Qo
) =ap+taz+taa®=[1 z 2% [a1| =b(z) (3.3)
(&%)

in zahtevajmo, da velja
U(xi-1) = ui1,
ﬁ(xiﬂ) = Uj41-
Levo stran zapiSemo po definiciji (3.3) in dobimo sistem enacb za

op + Oél(.CEi — h) + ag(ﬂfi — h)2 = Uj—1,
ap +onx; + 06227? = Uy,

Qo + &1(1’1' + h) + OéQ(l’i + h)2 = Ujit1,

oziroma v matricéni obliki

1 T; — h (.T,L — h)2 Q) Ui—1
1 x? a| = | w |. (3.10)
1 x; + h (IZ + h)2 (0%)] Ui+1

Sistem krajse zapiSemo kar kot Ba = w. Sistem reSimo in dobimo

2h%u; 4+ h(wimq — 1)@ + (wim1 — 2u; + g )2?

= 3.11
h(tiv1 — wim1) — 2(ui—1 — 2u; + Uip1) @5
= 3.12
U1 — 2U; + Uiy
= ) 3.13
a2 Oh2 ( )
Interpolacijski polinom skozi tocke (z;,u;) lahko sedaj zapisemo kot
Qo
az)=1[1 = 2% || =
&%
. Uity — Uj—1 Ui—1 — 2u; + Uiy 2
=u; + T([E — xl) + oh2 (ZL’ — [EZ) . (314)
Cleni u; nastopajo linearno, zato lahko (3.14) napiSemo tudi v obliki
Ui—1
u(zx) = (zi—m)éf’;i-xi—z) (h—l—a:—zi})Lgh—i-mi—a:) ($—$i)2(};;;-1'_$i) u; | =e(@)u. (3.15)
Wi+1

S tem smo locili podatke, ki se nanasajo na vrednost funkcije, od podatkov, ki se
nanaSajo na pozicije tock. V primerih, ko bomo veckrat potrebovali vrednost in-
terpolacijskega polinoma v neki tocki z* za razli¢ne nabore funkcijskih vrednosti w
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(vendar Se vedno izmerjene v istih tockah), je ugodno izra¢unati vrednosti ¢(x*)
vnaprej in nato vrednosti interpolacijskega polinoma dobimo le s skalarnim produk-
tom u(x*) = ¢(z*)u. Pri tem ni potrebno, da je z* ena izmed tock z;, ampak je
lahko poljubna tocka v domeni.

7 odvajanjem @ aproksimiramo u' in «”. Odvode izra¢unamo v tocki x; in dobimo
znani formuli za aproksimacijo odvodov s kon¢nimi diferencami:

Uj—1
() =@ @)u=[-5 0 5| | w |, (3.16)
Uit
Uj—1
W'(z) =@ " (x)u= [z —5 7= | w |- (3.17)
Uj+1

Zgornji aproksimaciji lahko uporabimo za reSevanje problema (3.1). Namesto
enakosti

u'(z;) = flxy), (3.18)

ki jo narekuje diferencialna enacba, za vsako tocko x; v notranjosti zapiSemo njeno
aproksimacijo
Uj—1
@”(%‘) = [hiz —% #] up | = f(xz> (3-19)
Uit
Dirichletov pogoj na levem robu zapiSemo preprosto kot ug = A, za Neumannovega
na desnem robu pa lahko uporabimo npr. enostransko diferenco na treh tockah

UN—-2
5 7 A || =B (3.20)
un

ki bi jo izpeljali na enak nacin kot diferenco (3.16).
Vse te enakosti zlozimo v sistem enacb in ga zapisimo v matri¢ni obliki:

1 Ug A
-1 2 1 g f(x1)
1 -1 2 1 s f(x2)
72 | = 3 . (3.21)
-1 2 1 Un_1 flrn-1)
I h/2 —2h 3h/2| | uy | B

Resitev tega sistema imenujemo numeri¢na resitev problema (3.1).

3.1.2 Splosna izpeljava

Postavimo se sedaj v splosnejsi okvir. Resujmo parcialno diferencialno enac¢bo

Lu = f na Q, (3.22)
Ru = g na 012,
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kjer je 2 C RY omejena domena, torej omejena povezana odprta mnoZica z odsekoma
gladkim robom, u neznana skalarna funkcija, £: C"(R%) — C(R) elipti¢en linearen
parcialni diferencialni operator reda r in Ru robni pogoji, pri katerih je problem
enoli¢no resljiv.

Pois¢imo primerno diskretno obliko zgornjega zveznega problema. Izberimo N
tock v zaprtju domene, z1,...,zx € Q, od teh naj jih Q lezi v notranjosti Q in
N — @ na robu. Mnozico vseh diskretizacijskih tock oznacimo z

X ={x1,...,2n}. (3.23)

Podobno kot pri kon¢nih diferencah bomo v teh tockah aproksimirali vrednost funk-
cije u. Za vsako tocko p € Q, bomo izbrali n tock iz X', ki bodo sestavljale sosesc¢ino (
angl. support) tocke p. Stevilo n imenujemo velikost soses¢ine. Oznacimo z N (p)
sosescino tocke p in z Z(p) = (i1, ..., %,) nabor indeksov, za katere so izbrani z;, v
sosescini p. Velja torej

N(p) = {zi;i € Z(p)}. (3.24)

Obi¢ajno bo n < N, npr. n = 9 in N = 10°. Primer domene €, izbrane tocke p in
njene soses¢ine je prikazan na sliki 5.

Slika 5: Primer domene z diskretnim opisom notranjosti in roba, skupaj z izbrano
tocko in njeno sosescino.

V okolici tocke p aproksimirajmo u z elementi iz nekega konéno dimenzionalnega
prostora funkcij B = Lin{bi, ..., b,}. Funkcijam b;: R — R pravimo bazne funk-
cije, Stevilu m pa mo¢ baze. Ni nujno, da so funkcije b; definirane globalno, saj so
lahko odvisne od izbrane tocke p in njene soses¢ine. Aproksimacijo 4 za u lahko
torej zapisemo kot

m
uR U= Z b = b a, (3.25)

i=1
pri ¢emer smo z o = (o), oznacili vektor neznanih koeficientov in z b = (b;)7,

funkcijo b: R? — R™, katere komponente so bazne funkcije b;.

Ce bi poznali vrednosti u(z;) za i € Z(p), potem bi za aproksimiranko @ v
najboljsem primeru zahtevali u(z;) = u(x;), za vsak i € Z(p). Ker funkcijskih
vrednosti u(z;) ne poznamo, uvedimo spremenljivke u; za vsako tocko v domeni, ki
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predstavljajo neznane prave vrednosti in nadaljujmo s simbolnim racunanjem. Ce
zahteve za interpolacijo po vrsticah zapiSemo v sistem linearnih enacb, dobimo

bi(zsy) - b)) | |1 Uiy
T : =], (3.26)

bi(zi,) -+ bm(xi,)| |om U,

Na krajse sistem zapiSsemo kot Ba = u. Odvisno od n, m in b; je ta sistem lahko
poddoloc¢en, predolocen ali obicajen. Vprasanje obrnljivosti matrike B v primeru
n = m je tezko in je odvisno od izbire funkcij in lege tock. Tudi ¢e so funkcije b;
linearno neodvisne, obstajajo primeri Zze v dveh dimenzijah, ko zastavljen interpo-
lacijski problem ni korekten [35, str. 79, izrek 2.2| in zagotavljanje korektnosti v
splosnem je tezek problem.

V vsakem primeru lahko definiramo neke vrste resitev sistema (3.26), za katero
zahtevamo, da minimizira napako v smislu utezene diskretne 2-norme, torej, da
minimizira

= illa, a0 = Y wlp — i) (w; = alx:))%, (3.27)

i€Z(p)

pri Gemer je w: R? — R nenegativna funkcija, ki jo imenujemo uteZ w pa je vektor,
sestavljen iz vrednosti te funkcije v toc¢kah v sosescini. Ce je takih resitev a vec, iz-
berimo tisto, za katero je ||| najmanjsa. Zgornjo minimizacijo lahko prevedemo na
minimiziranje diskretne 2-norme ||W Ba—W (|2, n (), kier je W diagonalna matrika
korenov utezi za posamezne tocke, W = diag(y/w(x;;, —p), ..., Jw(z;, —p)). Tak
sistem lahko, ne glede na njegovo doloc¢enost, resimo s pomocjo Moore-Penroseovega
psevdoinverza, ki ga izracunamo s pomocjo singularnega razcepa matrike W B. Tako
lahko izrazimo

a = (WB)"Wa, (3.28)

kjer + oznacuje Moore-Penroseov psevdoinverz. Izraz za a lahko vstavimo nazaj v
definicijo @ (3.25) in dobimo

t=b"a=b"(WB) Wa. (3.29)
Sedaj lahko za izbrano tocko p izracunamo
i(p) = b(p)T(WB)*W . (3.30)
$p

Izracunljivi kos ¢, je v praksi vrstica velikosti n, matemati¢no pa je linearen funk-
cional ¢, € (R")*, ki naboru funkcijskih vrednosti v soses¢ini A(p) priredi aproksi-
macijo za funkcijsko vrednost v tocki p.

Podobno kot pri deljenih diferencah odvode funkcije u aproksimiramo z odvodi
interpolacijskega polinoma skozi toc¢ke v sosesc¢ini, bomo tudi v nasem primeru apro-
ksimirali odvode funkcije u z odvodi ,

(Lu)(p) = (La)(p) = (Lb)(p)"(WB) W, (3.31)
kjer podobno kot v primeru 3.1 definiramo

@cp = (LB)(p)T(WB)*W. (3.32)
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Funkcional ¢, je aproksimacija operatorja £ v tocki p. Pogosto ga imenujemo tudi
funkcija oblike (angl. shape function), saj v sebi nosi podatke o lokalni obliki domene
in izboru okoliskih tock ter seveda o obnaSanju £ v tej okolici. Funkcional ¢, je
mozno izra¢unati tudi, ¢e funkcijskih vrednosti w v okolici p ne poznamo. Kasneje
samo s skalarnim produktom ¢, @ dobimo aproksimacijo za (Lu)(p), lahko pa ¢,
izkoristimo tudi za zapis linearne enacbe

¢, = f(p), (3.33)

ki je direktna aproksimacija diferencialne enacbe (3.22) v tocki p,

(Lu)(p) = f(p). (3.34)

Tu ni potrebno, da je p € N(p), temvec je lahko katerakoli to¢ka v domeni, ¢eprav
bo najpogosteje tudi sama ena izmed diskretizacijskih tock.

Operatorja £ in R aproksimiramo po celi domeni: za vsako diskretizacijsko tocko
; v notranjosti izracunamo ¢ ., , za vsako tocko z; na robu pa ¢, . Nato za vsak
x; € X napiSemo enacbo (3.34) in dobimo sistem enacb

Pra, = f(x;), za vsak i, tak, da je z; € €, (3.35)
PR, = g(z;), za vsak i, tak, da je x; € 0. (3.36

Te enacbe lahko zapiSemo v matri¢ni sistem
Au = f, (3.37)

kjer ima matrika A v vrsticah zapisane funkcije oblike, tako da so nenicelni elementi
na tistih mestih, ki se pomnozijo z neznankami, ki ustrezajo sosedom x;. Natancneje,
elementi matrike A so

Ari; = (pr,);, za vsak k, tak, da je xp € Q in za vsak i; € Z(xy), (3.38)
Ari; = (Prp)j za vsak k, tak, da je ), € 09 in za vsak i; € Z(xy,). (3.39)

Vektor u = (u;)¥, je vektor neznanih funkcijskih vrednosti, ki ga i&¢emo, v vektorju
f pa so zapisani robni pogoji

: Q
P L (3.40)
g(xg); xR € 0N

Matrika A je razprsena, dimenzij N x N in v vsaki vrstici ima kve¢jemu n nenic¢elnih
elementov, torej je skupno Stevilo nenic¢elnih elementov

nnz(A) < nN. (3.41)

Enakost je lahko dosezena, lahko pa je tudi stroga, saj so kaksni koeficienti v ¢ ,,
lahko tudi 0, kot se to zgodi pri Dirichletovih robnih pogojih.

Resitev sistema (3.37) da aproksimacijo u(x;) & u;, kar vzamemo za numeri¢no
resitev problema (3.22).
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3.2 Posebni primeri

V metodi iz razdelka 3.1.2 lahko v posebnih primerih prepoznamo druge znane
metode. Za zacCetek pokazimo enostavno trditev, ki bo metodo v doloc¢enih primerih
poenostavila.

Trditev 3.2. Ce je m = n in je matrika B iz sistema (3.26) obrnljiva, potem je
izbira utezi nepomembna.

Dokaz. Spomnimo se, da je
ey = (LB)(p)T(WB) .

Matrika W je diagonalna s samimi pozitivnimi Stevili na diagonali in je torej obrn-
ljiva. Po predpostavki je obrnljiva tudi matrika B, torej je obrnljiv tudi produkt
W B in velja

(WB)t =(WB)'=B"'W

Od tod sledi, da je
Prp = (LO)(p)"BT'WTIW = (Lb)(p) B,
kar je neodvisno od W. ]

Opomba 3.3. (jeprav trditev 3.2 velja v eksaktni aritmetiki, v praksi ne velja
nujno. Ce so izbrane utezi zelo majhne ali zelo razlicnih velikosti, lahko to povzroci
nepotrebne numeri¢ne nestabilnosti. Prav tako lahko zaradi izbire utezi pri izra¢unu
psevdoinverza v vrstici 16 v algoritmu 2 SVD razcep, uporabljen v ozadju funkcije
PINV, odreZe razli¢no Stevilo singularnih vrednosti, kar seveda vpliva na rezultate.
Ce je operator L enostaven, kot je bil 8‘9—;2 v primeru 3.1, lahko ena¢ho za funkcije
oblike izra¢unamo direktno. Kaj pa lahko storimo, ¢e je operator bolj zapleten?
Odgovor na to nudi naslednja trditev.
Trditev 3.4. Preslikava iz vektorskega prostora linearnih parcialnih diferencialnih
operatorjev, ki operatorju L priredi funkcijo oblike pr, € (R™)* v neki tocki p, je
homomorfizem. Za L = oLy + BLo velja torej

Pari+8Lp = Py p T BPLy p (3.42)

Dokaz. Naj bo L = aLly + BL,. Izra¢unajmo

Poryorap = (aLy + BL)D)(p)(WB)TW =
= (a(L1b)(p) + B(L2D)(p))(WB)™W =
= (a(L1b)(p) + B(L2b)(p))(WB)"W =
= a(L1b)(p)(WB)™W + B(L2b)(p)(WB)™W =

=ap,, ,+0¢c, L

Zgornja trditev pove, da je za popis vseh linearnih operatorjev do reda r dovolj
izracunati le funkcije oblike za elementarne odvode D* za multiindeks |w| < r. Vsak
drug operator £ = lel <r 4w D® lahko po linearnosti v vsaki tocki aproksimiramo
z elementarnimi aproksimacijami, tako da jih primerno pomnozimo in seStejemo.
V tem primeru ni potrebno, da so a, zgoraj konstante; lahko so tudi funkcije p
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in v vsaki tocki uporabimo drugace utezeno linearno kombinacijo D*. Poseben
primer trditve 3.4, ki ga bomo pogosto uporabljali, se nanasa na Laplaceov operator,

katerega funkcijo oblike bomo rac¢unali kot pa, =@ 2+ Qo2 .
ox2’ 8y2 >

Ze v primeru 3.1 smo videli, da se za Laplaceov robni problem na intervalu nasa
metoda ujema z metodo kon¢nih diferenc. Pokazimo to tudi na primeru dvodimen-
zionalne Poissonove enacbe.

Trditev 3.5. Metoda iz razdelka 3.1.2 se za resevanje Poissonove enacbe na ena-
komerni pravokotni mrezi z razmakom h wjema z metodo koncnih diferenc pri b =
{l,z,y,2%,y*}, w=1inn=>5.

Dokaz. Kot ponavadi oznacimo tocke na mrezi s koordinatami (z;,v;), tako da je
Tit1 = x; +h in y;41 = y; + h. Pokazati moramo, da se funkcija oblike v vsaki tocki
x ujema z aproksimacijo kon¢nih diferenc, ki pravi

Uit1,j + Uije1 + Uimry + U1 — duy

h? ’

(Au)(zi, y;) = (3.43)
pri ¢emer spremenljivka v, ; pripada koordinati (z;,y;). Ce se aproksimaciji Lapla-
ceovega operatorja ujemata, potem se ujemata tudi aproksimaciji resitve, saj sistem
pri obeh metodah gradimo na enak nacin. Ker je operator krajevno neodvisen, so
tudi funkcije oblik odvisne samo od medsebojne lege tock in torej lahko brez skode
za splosnost predpostavimo, da ra¢unamo funkcijo oblike za toc¢ko p = (0,0). Naj-
blizjih n sosedov je tako N (p) = {(0,0), (0, ), (0,—h), (h,0),(—h,0)}. Matrika B

iz sistema (3.26), ki ima po stolpcih izra¢unane bazne funkcije v vseh sosedih, je

1 0 0 0 0
1 0 —-h 0 R?

B=|1 0 h 0 h? (3.44)
1 h 0 h* 0
1 —h 0 h* 0

in njen psevdoinverz, ki je kar njen inverz, je

1 0 0 O 0
+ -1 X 01 (1] % _%
BT=B"=|0 —5 5 0 0 1. (3.45)
-1 0 0 L L
h2 2h2  2h2
S~ | 0

=
)

TR 2r2 2

Pri tem smo Ze upostevali w = 1. Vektor izracunanih vrednosti operatorja na baznih
funkcijah v tocki z je

(Ab)(z)=1[0 0 0 2 2]". (3.46)

Od tod dobimo po zvezi (3.32)
o= (BO)TB = [ & & & &), (347
kar je ravno iskana aproksimacija. O

Opomba 3.6. Metodo za izra¢un funkcije oblike je zelo elegantno implementirati
v Wolfram Mathematici [64], kar olajsa simbolno raziskovanje takih aproksimacij.
Enacbe (3.44-3.47) so izra¢unane s programom 1.
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p = {0, 0};

sosedi = {p, {0, -h}, {0, h}, {h, 0}, {-h, 0}};

bazne = {(1 &), (#1 &), (#2 &), (#1°2 &), (#2°2 &)};

operator = Function[f, Function[{x, y}, Derivative[2, 0] [f][x, y] + Derivative[O, 2] [£f][x, yl11;

B = Table[Table[b @@ s, {b, baznel}], {s, sosedil}];
Lb = Table[operator[b] @@ p, {b, bazne}];
phi = Lb.PseudolInverse[B] // Simplify

Program 1: Racunanje funkcij oblike na pravokotni mrezi.

Opomba 3.7. Tudi za izbiro n = 9 in b = {1, z, 2%y, zy, °y, y*, y*x, y*=*} dobimo
enako aproksimacijo kot v trditvi 3.5, le da uporabimo ve¢ sosedov. Ce jih uredimo
po oddaljenosti od (0, 0), dobimo aproksimacijo

pu=[fh o k0000 (3.48)

Ce pa bi izbrali n = 25 tock in bazne funkcije b = {z'y?,0 < i,5 < 4}, bi dobili
aproksimacijo Cetrtega reda.
Primer 3.8. Naredimo Se en primer, kjer za bazne funkcije vzamemo monome.
Vzemimo tokrat n = 9 in za bazne funkcije vse monome skupne stopnje manj kot
3, torej b = {1,z,y,2% y? zy}. V tem primeru je matrika B velikosti 9 x 6 in s
pomocjo programa 1 izrac¢unamo

er=|"3z —mz —mr ~mr @ e @T @ @ (3.49)
Vidimo, da tokrat v aproksimaciji upostevamo vseh 9 sosedov, za razliko od apro-
ksimacije v opombi 3.7. Naravno sledi vprasanje, ali je ta aproksimacija drugacnega
reda? Izkaze se, da ne, saj z razvojem aproksimacij v Taylorjevo vrsto dobimo

—4u(0,0) + u(0,h) + u(0, —h) + u(h,0) + u(—h,0)

hQ
B2 (ot o' \
= Au—+ 1 (@(O, O) + 8_3/4(07 0)) + O(h ) (350)

n

L 40(0,0) + u(0, ) + u(0, —h) + u(h, 0) + u(—h, 0)) +

3h2
4 %(u(h, B) + 2u(h, —h) + 2u(—h, h) + 2u(—h, —h)) = (3.51)
h* [ 0*u o*u o*u A
= Au+ E (@(0,0) + W(0,0) + a—y4(0,0)) + O(h )

Obe aproksimaciji sta torej drugega reda, razlikujeta se le pri izrazavi napake.
Primer 3.9. Poglejmo Se, kaj se zgodi, ¢e za bazne funkcije vzamemo radialne
bazne funkcije in n = m, torej postavimo po eno radialno funkcijo na vsakega izmed
sosedov. Opisana metoda tako postane kolokacijska metoda z lokalnimi radialnimi
baznimi funkcijami (angl. local radial basis function collocation method) [34].

Ce za n = 9 sosedov tocke (0,0) izberemo tocke

N(p) = {(Oa 0)7 (07 h)7 (07 _h)7 (h’ O)a (_h’ O)a (ha h)a (h7 _h)v (_ha h)a (_h7 _h)} (3'52)
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in za b vzamemo

b= {z+ exp((x —s)*/0%);5s € N(p)}, (3.53)

potem ponovno s pomocjo programa 1 izrac¢unamo aproksimacijo

LO'2 .
P = e o [—4+4("/">25‘“h((h/">2)2 1111000 o]. (3.54)

e(h/0)?

Tokrat vidimo, da se precej razlikuje od aproksimacije s kon¢nimi diferencami. Toda,
Se vedno je drugega reda, saj za napako velja

ot Du(0,0) = B (2452 — 2400 4 1 (94(0,0) + 2%(0,0)) ) +O(hY). (3.55)
Vidimo, da sta aproksimacija operatorja in napaka odvisni od tega, kakSen o si

izberemo v baznih funkcijah.

Trditev 3.10. Aproksimacija Laplaceovega operatorja z devetimi Gaussovimi ba-

znimi funkcijami konvergira proti aproksimaciji z monomi, ko gre o — 00.

Dokaz. Obe aproksimaciji smo izra¢unali ze v primeru 3.9 in opombi 3.7. Po krajsem
izra¢unu limite izraza (3.54), ko gre o — oo, dobimo izraz (3.48). O

3.3 Algoritem

V izpeljavi metode v razdelku 3.1.2 je nekaj podrobnosti ostalo neizdelanih, kot na
primer, kako diskretiziramo domeno ali kako pois¢emo sosede. Ti detajli so opisani
v naslednjih podrazdelkih, celotna metoda pa je opisana s pomocjo psevdokode kot
algoritem 1.

3.3.1 Diskretizacija

Brezmrezne metode se pogosto oglasuje kot metode, pri katerih je manj tezav z
diskretizacijo domene in da lahko kar naklju¢no porazdelimo diskretizacijske tocke
v domeno. Temu na zZalost ni tako, saj sta natanc¢nost in stabilnost metode odvisni
od razporeditve tock [32, slika 8|, [2] in je za kvalitetno resitev potrebno poskrbeti
da so tocke ¢im bolj enakomerno razporejene.

V poljubni d-dimenzionalni domeni 2 je tezko dobro razporediti tocke. Uvedimo
dve koli¢ini, ki merita, kako dobra je diskretizacija domene. Za dano domeno (2 in
mnozico diskretizacijskih tock X definirajmo

X) = in ||p — .

ha(X) = max min [|p — =], (3.56)

S(X) = r%r;( |z —yll. (3.57)
T#Y

Koli¢ina h pove, koliksna je maksimalna razdalja do najblizje tocke kjerkoli v domeni
in intuitivno opisuje, kako dobro z diskretizacijskimi tockami pokrijemo domeno.
Najvecji krog, ki ga lahko nariSemo v domeni, ne da bi v notranjosti vseboval kaksno
diskretizacijsko tocko, je ravno radija hq(X). Koli¢ina S pove, koliksna je najmanjsa
razdalja med dvema sosednjima tockama in karakterizira stabilnost metode. Dobra
diskretizacija zeli pri danem Stevilu tock maksimizirati S in minimizirati h.
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Algoritem 1 Brezmrezna metoda za resevanje PDE iz razdelka 3.1.2.
Vhod: Parcialna diferencialna enacba, opisana v (3.22). Parametri metode:
celotno Stevilo diskretizacijskih tock

Stevilo diskretizacijskih tock v notranjosti 2

Stevilo sosedov, ki jih ima vsaka tocka

Stevilo baznih funkcij

seznam baznih funkcij dolzine m

TSROz

w ... utez
Izhod: Skalarno polje u, ki aproksimira resitev enacbe (3.22).
1: function RESI(), L, f, R, g, N,Q,n,m,b,w)

2: X < DISKRETIZIRAJ(), N, Q) > X postane seznam N tock, brez skode za
splosnost naj lezi prvih @ tock v € in preostalih N — @ na 0f2.
3: S <— SOSEDI(X, n) > s je seznam dolzine N, pri ¢emer je s[i] seznam

indeksov elementov v X', ki so sosedi X[i], vkljucno z i.

4: @ ¢ prazen seznam dolzine N

5: for i+ 1to @ do > Izracunamo funkcije oblik v notranjosti.
6: pli] + FUNKCIJAOBLIKE(L, X[i], X, s[i], n,m,b,w) > Glej algoritem 2.
7: end for

8: for i+ @ +1to N do > [zracunamo funkcije oblik na robu.
9: ¢li] < FUNKCIJAOBLIKE(R, X[i], X, s[i],n, m,b,w) > Glej algoritem 2.
10: end for

11: A < prazna razprsena N x N matrika

12: for 1 < 1to N do > Aproksimiramo enacbo.
13: for j < 1ton do

11 Ali,sljl] + wlillj

15: end for

16: end for

17: r < prazen vektor dolzine N

18: for i+ 1to @ do > Izra¢unamo desno stran v notranjosti.
19: rli] < f(X]d])

20: end for

21: fori < @ +1to N do > Izra¢unamo robne pogoje.
22: rli] + g(X[i])

23: end for

24: u < RESIRAZPRSENSISTEM(A, 1)
25: return u

26: end function

Pri domenah lepih oblik kot so kvadri in krogle, lahko uporabimo znane algo-
ritme za regularne diskretizacije. Tako lahko za diskretizacijo kvadra uporabimo
kar enakomerno diskretizacijo. Za ¢im bolj enakomerno diskretizacijo notranjosti
kroga ali povrsine sfere lahko uporabimo npr. Fibonaccijevo mrezo, kot predlagano
v [21] ali v [18]. Z nekaj osnovnimi operacijami kot so unija in razlika mnozic lahko
opiSemo ze dokaj zanimive oblike (slika 6).

Pogosto pa nimamo opravka z domenami pravilnih oblik in Zelimo splosnejsi al-
goritem, ki potrebuje samo implementacijo operacije p € ). Ker je domena omejena,
je vsebovana v nekem d-dimenzionalnem kvadru in lahko diskretizacijo €2 konstrui-
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Algoritem 2 Izrac¢un funkcije oblike za operator L.

Vhod: Parametri metode:

Izhod:

B oIS ~NNT N

parcialen diferencialen operator

tocka, v kateri aproksimiramo operator
seznam diskretizacijskih tock

mnozica indeksov tock v soseséini p
stevilo sosedov, ki jih ima vsaka tocka
Stevilo baznih funkcij

seznam baznih funkcij dolzine m

... utez

Funkcional, ki aproksimira operator £ v tocki p.

1: function FUNKCIJAOBLIKE(L, p, X, I, n,m,b,w)

2:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:

© P> g W

W < prazen vektor dolzine n
for i + 1 ton do
WIi] + /o (X[ - )
end for
B < prazna matrika velikosti n x m
for i + 1 ton do
for j < 1 tom do
Bli, j] <= Wi - b[5](X [1[]])
end for
end for
¢ < prazen vektor dolzine m
for j < 1 tom do

(3] = (L0l (P)

end for
@« (£-PINV(B)) ©W > Direktna analogija enac¢be (3.32), ® oznacuje
return ¢ > Hadamardov produkt.

18: end function

o288

0
0
o

e
3%
%
0,
0!
S
28882

99!
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3

Slika 6: Primeri bolj zapletenih domen in njihovih diskretizacij.

ramo tako, da vzamemo enakomerno diskretizacijo tega kvadra ter odstranimo vse
tocke, ki niso v domeni. Druga metoda je, da nakljuc¢no izbiramo tocke v kvadru,
in sprejmemo tiste, ki pristanejo v notranjosti €. Se boljSo diskretizacijo dobimo,
¢e namesto psevdonakljucénih Stevil pri izbiranju tock uporabimo kvazinaklju¢na
Stevila, ki imajo manjSo diskrepanco [47] in so zato bolj primerna. Kljub njihovi
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splosnosti so naklju¢ne diskretizacije precej slabe, kot lahko vidimo na enakomerni
naklju¢ni diskretizaciji kroga na sliki 7 (levo).
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Slika 7: Primerjava domene z naklju¢no diskretizacijo (levo) in domene po izvedbi
10 iteracij algoritma 3 s parametri Fy = 1072, s = 6, o = 3 (desno).

Vendar ni Se vse izgubljeno, saj lahko zgoraj opisane enostavne postopke za
diskretizacijo uporabimo, da dobimo zacetni priblizek za boljSo diskretizacijo. Pri
tem, da bi ta priblizek izboljsali in tocke v domeni porazdelili ¢imbolj enakomerno,
si lahko pomagamo s preprostim iterativnim postopkom, za katerega se izkaze, da
v praksi dobro deluje. Navdih jemljemo iz fizike in si zamislimo, da je vsaka tocka
naboj, ki se odbija od sosednjih tock. Na vsako tocko tako deluje sila, porojena z
nekim potencialom, ki jo sili stran od drugih tock, v prazen prostor. Tocko lahko
malo premaknemo v smeri sile, ponovno izracunamo medsebojne sile in postopek
ponavljamo. Pri tem tockam na robu ne dovolimo premikanja. Ce kljub temu
kaksna tocka iz notranjosti zleze iz domene, jo postavimo nazaj na naklju¢no mesto v
domeno. Zapis zgornjega postopka je v psevdokodi podan kot algoritem 3. Postopek
se imenuje sprostitev (angl. relaxation) domene [32, razdelek 2.2|, kajti na zacetku
so med tockami napetosti, ki jih s premikanjem minimizirajo. Rezultati opisanega
postopka na primeru izboljSanja naklju¢ne diskretizacije kroga so prikazani na sliki 7
(desno).

Da algoritem izboljsa kvaliteto aproksimacije se vidi tudi, ¢e izracunamo parame-
tra h in S. Na sliki 8 vidimo primerjavo med kvaliteto diskretizacije s Fibonaccijevo
mrezo in njeno 30-kratno izboljsavo. Vidimo, da se je h nekoliko izboljsal, za ceno
veéje variance, S pa se je precej izboljsal in izkazuje celo lepse obnaSanje kot prej.

100 ‘
s h

% ° hsproSE‘ena
o S

10! % v Ssproséena |4
3

1072

104 L L L L L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

N
Slika 8: Sprememba h in S po 30 iteracijah algoritma 3 s parametri Fy = 1072,
s =6, a = 3 v enotskem krogu z zacetno Fibonaccijevo mrezo, v odvisnosti od N.
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Algoritem 3 Algoritem za izboljSanje kvalitete diskretizacije domene.

Vhod: Parametri metode:
domena

Stevilo diskretizacijskih tock

stevilo diskretizacijskih toc¢k v notranjosti €2

seznam diskretizacijskih tock, prvih @) je v notranjosti.
Stevilo iteracij

Stevilo sosedov, ki jih upostevamo pri delovanju sile
delez sile, ki vpliva na premik

.. eksponent v sili

Izhod: Nov seznam diskretizacijskih tock.

1: function 1ZBOLISAJ(Q, N, Q, X, I, s, Fy, o)

P I~ nO =04

1
2 Ty (%EN(Q) PR Priblizek povpreéne razdalje med tockami.
3 for i1 < 1to I do
4 for j <+ 1to ) do
5 F«0
6: for each y in {najblizjih s sosedov X'[i]} do
7 74— [;]X “ > Brezdimenzijski vektor razdalje.
8 F+ F+ Hﬂ”a
9: end for
10: X[i] « X[i] + FyF.
11: if Xi] ¢ Q2 then
12: X[i] < nakljuéna pozicija znotraj
13: end if
14: end for
15: end for
16: return X

17: end function

3.3.2 Goscenje diskretizacije

Pri resevanju problemov z divje spreminjajoc¢imi resitvami, singularnostmi ali zelo
majhnimi lokalnimi fenomeni si pogosto pomagamo z lokalnim zgo$c¢evanjem kra-
jevne diskretizacije na delu domene. Pri metodah, ki temeljijo na triangulaciji do-
mene, lahko trikotnike v obmocju interesa delimo in tako dobimo finejSo triangula-
cijo. Pri brezmreznih metodah Zelimo dose¢i enak ucinek, zato potrebujemo nacin,
da gostimo toc¢ke na nekem obmod¢ju. Postopek bomo imenovali goscenje (angl.
refinement).

Izberimo tocko p, okoli katere bomo gostili diskretizacijo. Pri opisu postopka si
pomagajmo z ilustracijo na sliki 9. Pois¢imo najblizjih ¢ sosedov tocke p, pri Cemer
ne Stejemo p, in jih oznacimo z L = {x1,...,2z,}. Za vsakega izmed sosedov dodamo
novo tocko na polovici daljice med z; in p, oznaceno s sivim kvadratkom. Kandidati
za nove diskretizacijske tocke so torej

(V:{p+%xeL}. (3.58)

2

Pri tem pazimo, da v primeru, ko sta tako = kot p tocki na robu, tudi njuno sredisce
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Slika 9: Algoritem za goscenje tock v domeni.

okli¢emo za robno tocko in jo projiciramo na rob domene, kot prikazano na primeru
na sliki 9 z dvema potemnjenima kvadratkoma. Ce je katera izmed tock v X" izven €,
jo odstranimo iz mnozice kandidatov. Poleg tega se lahko zgodi, da so nekatere nove
tocke preblizu skupaj ali pa preblizu starim tockam, kar bi povzrocilo nestabilnosti
pri ra¢unanju funkcij oblike. Zato v parih tock, ki so bolj skupaj kot dovoljena
razdalja rp,;, zavrzemo novejso tocko, ¢e je ta preblizu kaksni stari. Za razdaljo 7y,
ponavadi vzamemo ry;, = fr., kjer je r. razdalja do najblizjega soseda (3.61) in f
pozitiven faktor, ponavadi manjsi od 1/2.

Zgornji postopek je lokalne narave in njegovo izvajanje je, zaradi iskanja sosedov,
le logaritemsko odvisno od stevila tock v domeni. Ce Zelimo na nekem obmodju
Se gostejso diskretizacijo, postopek preprosto ponovimo veckrat zapored. Primer
veckrat zgoscene domene je prikazan na sliki 26 na strani 65.

3.3.3 Iskanje najblizjih sosedov

Tako v algoritmu 1 na vrstici 3, kot v algoritmu 3 na vrstici 6 je potrebno poi-
skati najti nekaj najblizjih sosedov dane tocke. Problem iskanja najblizjih sosedov
(angl. nearest neighbour search) je znana in dobro raziskana tema z razvitimi veliko
podatkovnimi strukturami, ki podpirajo grajenje, iskanje, vstavljanje in brisanje v
logaritemskem c¢asu. Vecina jih temelji na delitvi prostora na razli¢ne hierarhi¢no
urejene podprostore, ki jih potem hranimo v drevesni strukturi, kar omogoca loga-
ritemski dostop. Med bolj znanimi strukturami so k-d tree [46], ball tree [49] in
cover tree |5]. V ¢lanku [31] je narejena empiri¢na primerjava med zgornjimi tremi
strukturami, ki pokaze, da se v primeru nizkih dimenzij (kar gotovo vsebuje d < 3)
najbolje obnese k-d drevo. Poleg tega k-d drevo deluje najbolje tudi, ko imajo tocke,
v katerih bomo iskali sosede, podobno porazdelitev kot tocke, iz katerih naredimo
drevo, kar v nasem primeru drzi. Ce vklju¢imo Se dejstvo, da je k-d drevo tudi
najpopularnejsa resitev za problem najblizjih sosedov in ima na voljo veliko prosto
dostopnih implementacij, je to dovolj argumentov, da jo uporabimo tudi mi. Spe-
cificna uporabljena implementacija je predstavljena v [48], ki za shrambo N tock
porabi O(N) prostora in odgovarja na poizvedbe o n najblizjih sosedih v O(nlog N)
¢asa. S pomocjo tega postane implementacija funkcije SOSEDI iz algoritma 1 trivi-
alna, pri algoritmu 3 pa si na vsaki iteraciji na novo zgradimo drevo in ga uporabimo
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za iskanje s najblizjih sosedov.

3.3.4 Resevanje razprsenega sistema

Za reSevanje razprsenih sistemov poznamo veliko razlicnih metod, ki se v grobem
delijo na direktne [13] in iterativne [53|. Pri obi¢ajnih, polnih matrikah bi za reseva-
nje sploSnega sistema linearnih enacb uporabili LU razcep in razcepili matriko A kot
A = LU. Toda, tudi ¢e je matrika A razprSena, v sploSnem L in U nista nujno in sta
lahko celo polni, kar povzroci, da nam zmanjka pomnilnika. Direktne metode, kot
na primer SuperLU [41], poskusajo s preureditvijo stolpcev v razprSeni matriki A
minimizirati Stevilo novih nenicelnih elementov v matrikah L in U. Po drugi strani
iterativne metode aproksimirajo pravilno resitev sistema Az = b z zaporedjem pri-
blizkov {#(M}, ki naj bi konvergirali k #. Te metode obi¢ajno ne zahtevajo veliko
pomnilnika, je pa natan¢nost priblizka odvisna od Stevila porabljenih iteracij, ali
drugace, z visanjem Zelene natancnosti raste tudi ra¢unska zahtevnost.

V primerih, predstavljenih v tem delu, uporabljamo knjiznico Eigen [19], ki nudi
elegantno in hitro delo z matrikami v C++. Vgrajenih ima ve¢ direktnih in iterativnih
metod za reSevanje sistemov linearnih enacb.! Pri sistemih tipa (3.37) se je v praksi
najbolje obnesel BICGSTAB [63] z ILUT predpogojevanjem [52]. BiCGSTAB v
primeru uporabe pravilne shrambe matrike v pomnilniku podpira tudi paralelizacijo,
poleg tega pa je konvergenca v praksi dovolj hitra. Predpogojevanje z uporabo
nepopolnega LU razcepa z dvojnim pragom (angl. dual threshold incomplete LU
factorization (ILUT)) omogoca natan¢énejSo kontrolo nad porabljenim spominom
in hitrostjo konvergence z uporabo dveh parametrov p in 7. Med LU faktorizacijo
izpustimo vsak element, ki je manjsi kot 7-e, kjer je e povprecna absolutna vrednost
elementov v trenutni vrstici. Nato obdrzimo le najvecjih f elementov v matrikah
L in U, kjer je p uporabljen kot razmerje med f in zacetnim Stevilom nenicelnih
elementov. V grobem tako parameter p kontrolira, kolikokrat ve¢ spomina dovolimo
za hranjenje predpogojenke, parameter 7 pa, kako natan¢na bo LU faktorizacija.

3.3.5 Casovna zahtevnost

Pri analizi ¢asovne zahtevnosti metode bomo predpostavili, da so vse evalvacije
funkcij f, g, w in b;, L£b;, Rb; izvedene v O(1). Prav tako bomo predpostavili, da
je dimenzija problema majhna in konstantna, zato ne bo nastopala v analizah.
Trditev 3.11. Pricakovana casovna zahtevnost algoritma 1 je

O(INslog> N + (N +n)log N +m*nN) + T, (3.59)
kjer je 'T' cas, porabljen za resevanje razprsenega sistema enach.

Dokaz. Pri funkciji DISKRETIZIRAJ predpostavimo, da uporabljamo enostavno dis-
kretizacijo, ki deluje v O(NN) ¢asa, skupaj z [ iteracijami izboljSave na s sosedih,
ki traja O(INslog® N) ¢asa, saj na vsaki iteraciji konstruiramo drevo in is¢emo s
sosedov vsake tocke.

Izvajanje funkcije SOSEDI potrebuje O((N + n)log V) ¢asa za konstrukeijo dre-
vesa in iskanje sosedov.

"https://eigen.tuxfamily.org/dox/group__TopicSparseSystems.html [ogled 17. 6. 2017]
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Izvajanje funkcije FUNKCIJAOBLIKE traja O(n + nm + m + m?*n +nm +n) =
O(m?n) ¢asa, kjer je prevladujoci faktor O(m?n) rezultat racunanja SVD razcepa
z dvostranskim Jacobijevim SVD razcepom iz knjiznice Eigen.? Funkcija oblike se
izracuna za vsako toc¢ko v domeni, kar doprinese O(m?nN) k skupni zahtevnosti.

Pri sestavljanju razprSene matrike lahko v naprej rezerviramo prostor za n ele-
mentov v vsaki vrstici, tako da sestavljanje matrike stane O(nN) ¢asa, sestavljanje
robnih pogojev pa O(N) ¢asa. Na koncu Se re$imo razprsen sistem linearnih enacb,
kjer pa je ¢as zelo odvisen od problema, iteracijske metode in predpogojenke.

Skupna ¢asovna zahtevnost je tako O(INslog® N + (N +n)log N +m?nN) +T,
kjer je T' ¢as, porabljen za reSevanje razprsenega sistema enach. O]

3.3.6 Prostorska zahtevnost

Podobno kot pri ¢asovni zahtevnosti bomo predpostavili, da so vse evalvacije funkcij
f, g, win b;, Lb;, Rb; izvedene v O(1) prostora. Prav tako bomo predpostavili, da
je dimenzija problema majhna in konstantna, zato ne bo nastopala v analizah.
Trditev 3.12. Prostorska zahtevnost algoritma 1 je O(nN)+ P, kjer je P prostor,
potreben za reSevanje sistema linearnih enacb.

Dokaz. Pri funkciji DISKRETIZIRAJ potrebujemo O(N) spomina za hrambo N dis-
kretizacijskih tock. Ce izvajamo Se dodatne izboljSave diskretizacije, nas to stane
O(n) dodatnega prostora.

Za izvajanje funkcije SOSEDI porabimo O(N) prostora za hranjenje drevesa in
O(nN) prostora za hranjenje indeksov n sosedov.

Izvajanje funkcije FUNKCIJAOBLIKE nas stane O(n + nm + m + n) = O(nm)
prostora za vsak klic, za hrambo N funkcij oblike pa potrebujemo O(nN) prostora.

Razprsena matrika prav tako potrebuje O(nN) prostora za nenicelne elemente.
Nato moramo resiti le Se sistem linearnih enacb, kar po predpostavki stane P pro-
stora. Ker je m = O(N), je prevladujo¢i faktor O(nN) in skupna prostorska zah-
tevnost je O(nN) + P. O

3.4 Pogoste vrednosti parametrov

Metoda je bila do sedaj formulirana zelo splosno, v praksi pa se uporablja nekaj
ustaljenih kombinacij. Videli bomo, da razdalje pogosto merimo v veckratnikih r,,
kot v vrstici 2 v algoritmu 3.

Definicija 3.13. Kolicino r,, pripisano diskretizaciji X domene (2, izra¢unano z

VOLUMEN() \ szt
—()) , (3.60)

o) = (M

imenujemo karakteristicna razdalja.
Ideja definicije je, da 7, predstavlja priblizno povpre¢no razdaljo med diskretiza-
cijskimi tockami, ¢e bi bile razporejene enakomerno. Celoten volumen domene razde-

limo na N = |X| delov, tako da vsaki tocki pripada enak kos volumna v = %EN(Q)

Ce bi bil ta kos neka hiperkocka v d dimenzijah, potem je /v dolZina njene stranice
in to je ocena za medsebojno razdaljo med to¢kami. V eni dimenziji r, do faktorja

’https://eigen.tuxfamily.org/dox/classEigen_1_1JacobiSVD.html [ogled 16. 6. 2017]

47


https://eigen.tuxfamily.org/dox/classEigen_1_1JacobiSVD.html

% natan¢no ustreza razdalji med enakomerno razporejenimi tockami. Drugo po-
gosto merilo za lokalno razdaljo bo kar razdalja do najblizjega (razlicnega) soseda,
ki jo imenujmo 7.,
r.(p) = min ||z — p||. 3.61
(p) %) [l — pll (3.61)
a#p

To je tezje izracunati, ¢e nimamo Ze zgrajenega drevesa, zato se ponavadi na eno-
stavnejsih primerih posluzujemo kar r,,. Kadar pa to ni dobra aproksimacija razdalje
med vozlis¢i za celo domeno, kot na primer ob gos¢enju mreze, uporabimo r..

Pogoste vrednosti za Stevilo sosedov so n = 3,5, 7 v eni dimenziji, n = 5,9, 13,25
v dveh dimenzijah in n = 7 ali 27 v treh dimenzijah. Za regularno porazdeljene tocke
v domeni to pomeni, da so vozlis¢a izbrana simetri¢no, pri neregularnih pa izbira n
ni tako pomembna, dokler je dovolj visoka, da dobro popiSe operator, ki ga apro-
ksimiramo. Vis§ji n ponavadi pomeni vec¢jo stabilnost, morda visji red in pocasnejse
izvajanje. V praksi izberemo najmanjsi n, ki zagotovi zadovoljive rezultate.

Za utez se pogosto uporablja konstanta w = 1, ¢e ne zelimo utezenih najmanjsih
kvadratov, sicer pa pogosto vzamemo za utez Gaussovo funkcijo

w(z) = exp (— (%)2) , (3.62)

kjer o, imenujemo parameter oblike (angl. shape parameter) utezi. Velja opozoriti,
da je ta funkcija prakti¢no ni¢, ¢e smo ve¢ kot 3o, stran od sredisca (w(30,) ~
0.0001234). Ce na primer izberemo o,, = r,, se vsi sosedi, ki so dlje kot r, stran, v
aproksimaciji ne upostevajo, ne glede na to, kako velik n izberemo. Ponavadi se za
0w zacne izbirati vrednosti okoli r,, je pa potrebno optimalno vrednost dolociti za
vsak posamezen problem posebe;j.

Pogosta izbira baznih funkcij so prostori P, monomov skupne stopnje manj ali
enako ¢. Pri tem moramo seveda paziti, da izberemo dovolj visok n. Druga pogosta
izbira je, da vzamemo m = n in za bazne funkcije izberemo radialne bazne funkcije
s centri v sosedih [34].

Definicija 3.14. Funkcija 9. se imenuje radialna bazna funkcija s centrom v tocki
¢, ¢e je odvisna samo od razdalje do centra, torej

be(x) = (|lz — ), (3.63)

za vsak x za neko funkcijo 1. Kasneje kar identificiramo . in 1/; in pisemo ), =
belr).

Na sliki 10 so naStete najpogostejse uporabljene radialne bazne funkcije, povzete
po |54, str. 5]. Ko si izberemo neko bazno funkcijo 1, potem za bazne funkcije okoli
tocke p vzamemo

b= {¢s;s € N(p)}- (3.64)

Pri izbiri parametra oblike o, moramo biti do neke mere pazljivi. Izbrati ga moramo
dovolj velikega, da se funkcije “prekrivajo”, torej tako, da funkcija nima vrednosti
blizu ni¢ pri vseh sosedih razen pri sebi. Hkrati mora biti parameter dovolj majhen,
da sistem (3.26) ni preve¢ nestabilen. Bolj natan¢na analiza izbire parametra oblike
za radialne bazne funkcije in za utez je narejena na sliki 16 med numeri¢nimi zgledi
na strani 56.
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(a) Multikvadrati¢ne (b) Inverzne multikvadrati¢ne (c) Gaussove funkcije
(angl. Multiquadric) (angl. Inverse multiquadrics) (angl. Gaussians)

1/)(7") =./r%+ o'g qp(r) = 1/1 [r2 4+ gg w(r) = eXp(_(T/Ub)2)

Slika 10: Najpogosteje uporabljene radialne bazne funkcije s parametrom oblike o,
Pogosto se k bazi radialnih baznih funkcij doda Se monome nizkih stopenj za
boljso aproksimacijo funkcij, ki so blizu konstantam. Ve¢ o kvaliteti, stabilnosti

in redu konvergence aproksimacije z radialnimi baznimi funkcijami si lahko bralec
prebere v [8].
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4 Osnovni numeric¢ni zgledi

V tem razdelku si bomo ogledali obnasanje metode na ¢edalje bolj zapletenih nume-
ricnih zgledih, da si zgradimo intuicijo o njenem delovanju in da se pripravimo na
reSevanje bolj zapletenih problemov. V nadaljnjem besedilu in na vseh grafih bo me-
toda, opisana v razdelku 3, oznacena s kratico MLSM (angl. Meshless Local Strong
Form Method). Ce ni drugace navedeno, so vse meritve narejene na racunalniku
z eno centralno procesno enoto Intel(R) Core(TM) i7-4700MQ CPU @2.40GHz s
Stirimi jedri, od katerih vsako podpira dve niti izvajanja, in 16 GiB DDR3 po-
mnilnika. Vsi programi so prevedeni s prevajalnikom g++ verzije 7.1.7 in stikali
-std=c++14 -03 -DNDEBUG na operacijskem sistemu Manjaro Linux.

4.1 Enodimenzionalni robni problem

Oglejmo si najprej preprost primer reSevanja enodimenzionalne Poissonove enacbe,
ki smo ga uporabili Ze za motivacijo izpeljave numeri¢ne metode. ReSujmo problem

u//(a:)
u(0)
u'(1)

sin(z), =€ (0,1),
0, (4.1)
0,

ki ima analiti¢no resitev u(x) = cos(1)z—sin(z). Nasliki 11 je prikazana konvergenca
metode kon¢nih diferenc in MLSM. Metoda MLSM je uporabljena s parametri, pri
katerih velja trditev 3.5, torej n = m = 3, w = 1, b = {1, z, z*}. Pri obeh metodah
uporabimo dvojno in enojno natancnost racunanja s plavajoco vejico. Za primerjavo
problem resimo tudi z vigjim redom n = m =5, w =1, b = {1,x,2? 23,21}, V
obeh primerih uporabimo direktno metodo SuperLU za reSevanje sistema enacb.
Za vsakega od teh primerov izracunamo diskretno L., napako v diskretizacijskih
tockah:

Lo = max |tu(x) — u(z)]. (4.2)

—e— MLSM double
10-2 —a&—FDM double

y MLSM float
—+— FDM float

—#— MLSM double visji red

1071

L+, napaka

1070 -

10°®

| . I | I I . A
10! 10? 10° 10* 10°
[\T

Slika 11: Napaka FDM in MLSM metod v primerjavi s pravilno resitvijo.

Na grafu (slika 11) vidimo, da metodi tudi v praksi sovpadata, dokler ne pre-
ideta v obmocje nestabilnosti. Pri enojni natan¢nosti se to zgodi precej hitro, pri
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N = 30, pri dvojni natan¢nosti pa obe metodi konvergirata linearno do priblizno
N = 1000. Nato se obe metodi priblizujeta vsaka svoji najvecji mozni natanénosti,
med N = 10* in N = 10° diskretizacijskimi to¢kami pa se za¢nejo pojavljati nume-
ricne nestabilnosti. ManjSo kon¢no natanc¢nost MLSM lahko pripiSemo numeri¢nim
napakam pri rac¢unanju aproksimacije drugih odvodov. Pri FDM namre¢ v matriko
direktno zapisemo koeficiente h—12 in —%, pri MLSM pa se ti izraCunajo numeri¢no.
Iz naklona premice vidimo, da sta obe metodi tudi v praksi reda 2. Ce za racuna-
nje aproksimacije odvoda uporabimo 5 sosedov namesto 3, po pri¢akovanjih dobimo
metodo, ki konvergira z vi§jim redom, ima pa enako kon¢no natanc¢nost kot prej.

—e— MLSM double - skupaj
—a&—FDM double
MLSM float
—a— FDM float
—#—MLSM double vigji red — skupaj
MLSM double — resevanje
—o--razmerje MLSM / FDM
—s— razmerje MLSM visji red / MLSM
¥

100

cas [ms]

razmerje

1 1 1 1
10" 10? 10° 10t 10°
N

Slika 12: Primerjava ¢asa izvajanja MLSM in FDM metod.

Casovna primerjava obeh metod je prikazana na sliki 12. MLSM je priblizno
konstantno 5.5-krat pocasnejsi kot FDM za velike (> 10*) N, kot prikazano z raz-
merjem, merjenim na desni osi. To je tudi pricakovano, saj MLSM isce sosede
in gradi funkcije oblike, medtem ko so pri FDM uporabljene aproksimacije znane
vnaprej. Ce pri MLSM posebej merimo samo ¢as, ki ga porabimo za sestavljanje
matrike in reSevanje sistema, vidimo, da se skoraj ujema z ¢asom, porabljenim pri
FDM. Majhno razliko gre pripisati razliki v na¢inu grajenja matrike, saj pri FDM
natanko vemo Stevilo in pozicije nenicelnih elementov vnaprej, medtem ko za MLSM
to v splosnem ne velja. MLSM visSjega reda je pricakovano pocasnejsi, saj sta n in
m poleg osnovnega faktorja N glavna parametra v ¢asovni zahtevnosti (3.59). Iz
razmerja vidimo, da je MLSM vi§jega reda konsistentno dvakrat pocasnejsa. Toda,
¢e pogledamo koliko ¢asa potrebujemo, da doseZemo natancnost 107, z grafov 11
in 12 od¢itamo, da MLSM visjega reda potrebuje le N = 22 tock, za kar potrebu-
jemo 0.3 ms, pri obi¢ajnem redu pa potrebujemo N = 400 tock, kar nanese 1.5 ms.
Implementacija deljenih diferenc visjega reda je dovolj zapletena, da se zanjo malo-
krat odlo¢imo, saj je treba uporabljati enostranske diference pri robu. Pri MLSM
se te izraCunajo same; vse, kar je potrebno, je, da n iz 3 spremenimo na 5. Ce
uporabljamo enojno natan¢nost namesto dvojne, se to zgolj malenkostno pozna na
¢asu, ki ga porabimo za reSevanje, zato se enojne natan¢nosti zaradi njene zgodnje
nestabilnosti ne splac¢a uporabljati.
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4.2 Poissonova enacba
Oglejmo si obnasanje numeric¢ne resitve klasi¢ne Poissonove enac¢be na kvadratu:

Au=1, (z,y)€ (0,1)x (0,1), (4.3)
u(z,0) = u(z,1) = u(0,y) = u(l,y) = 0.

Analiti¢no resitev lahko dobimo s pomoc¢jo separacije spremenljivk in se glasi

> sin(krz) sinh 20=Y) ginp £y
) =85 2 2 4.4
u(@,y) cosh(&0) k373 44)

k=1
k lih

Za primerjavo z numeri¢nimi resitvami bomo uporabili konéno vsoto, zato ocenimo
ostanek.
Trditev 4.1. Za ostanek vrste (4.4) velja

9 i sin(kmz) sinh M sinh *2¥ _P(L/2)

, 45
cosh(&) k373 473 (4:5)

k=¢{
k lih

kjer je ¥(z) = LlogD(z) digama funkcija.
Dokaz. Ocenjujmo vsak ¢len vrste posebej. Funkcijo sin ocenimo z 1, funkcija
sinh w sinh ]”Ty ima maksimum na sredini intervala in jo lahko ocenimo z njeno
vrednostjo v y = % Tako moramo oceniti Se stevilsko vrsto

i (sinh ’%)2
cosh(&) k373

k=¢
k lih

2
sinh &7 . .
( ) < Lin dobimo oceno

Uporabimo neenakost (i) <3

= sin(k7wz) sinh M sinh *2¥

41 ()2
sy T N
— cosh (%) k37 ™ e T
k lih k lih
kjer je ¢ digama funkcija (in posledi¢no 1" poligama funkcija). ]
Za primer ¢ = 1 v prejs$nji trditvi dobimo oceno
7¢(3)

< —===0.1356 4.6
ute )| < S8 , (4.6

kar drzi; v resnici je najbolj ekstremna vrednost u(1/2,1/2) ~ —0.0736. 1z zgornje
trditve lahko izra¢unamo, da je rep vrste (4.4) za £ = 59 manjsi kot 1075, za ¢ = 181
pa manjsi kot 107%. Za izracun analiti¢ne reSitve ob primerjavi z numericno je
uporabljen ¢ = 181.
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Opomba 4.2. Racunanje izraza

c oy kn(l—v) -
sinh % sinh %

cosh(&r)

(4.7)

lahko povzroé¢i prekoracitev (angl. overflow), ko k raste, kajti tako Stevec kot imeno-
valec se priblizujeta neskoncnosti. Kljub temu ima kvocient kon¢éno limito, zato je
za numericen izrac¢un bolje uporabiti obliko

1 (1 _exp(—kmy) + exp(—km(l - y)))
1 + exp(—km) ’

5 (4.8)

kjer vedno nastopa negativen eksponent.

Resimo problem (4.3) numeri¢no, s Stirimi razli¢nimi nabori baznih funkcij:
monomi (MON), Gaussovimi funkcijami (G), multikvadrati¢nimi funkcijami (MQ)
in inverznimi multikvadrati¢nimi funkcijami (IMQ). Za parametre vedno vzemimo
n =m =9, kar sovpada s primeri iz razdelka 3.2. Pri monomih dodajmo tudi pri-
mer n = 9 in m = 6. Za parameter oblike pri radialnih baznih funkcijah vzemimo
op = 1007,. Za utez vzemimo Gaussovo utez z o, = %rx. V vseh primerih je za
reSevanje sistema enacb uporabljena direktna metoda SuperLU.? Primerjava napak
je prikazana na sliki 13.

1072 ¢

103 E v

—
|
IS
T

L., napaka

H
9
T

106 L

1077

Il Il Il
10? 10° 10* 10°
N

Slika 13: Konvergenca MLSM za razli¢ne parametre pri reSevanju problema (4.3).

Vidimo, da monomi za n = 5 in n = 9 konvergirajo linearno z redom 2 (glede
na v N ), kar vemo tudi iz teorije metode kon¢nih diferenc. Radialne bazne funkcije
se na zacetku ujemajo z monomi, nato pa pokazejo slabse konvergenc¢ne lastnosti in
nelinearno obnasanje, ki je drugac¢no pri vsakem razredu funkcij. Funkcije, ki upo-
rabljajo vec sosedov, za¢nejo z malenkost niZjo napako, kar pa (morda presenetljivo)
velja tudi za monome z n = 6. S slike 14, ki prikazuje Cas racunanja, vidimo, da se
uporaba baznih funkcij z n = 9 ne splaca, saj minimalna pridobljena natancnost ne
odtehta casa izvajanja. Vidimo, da se ¢as izvajanja lo¢i na tri pasove glede na n, ki
vsi rastejo linearno z N s konstantnim razmerjem.

3Tterativni BICGSTAB algoritem je vrnil enake rezultate.
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104
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Slika 14: Cas izvajanja za razliéne izbore parametrov pri resevanju problema (4.3).

Po trditvi 3.10 aproksimacija z Gaussovimi funkcijami konvergira proti aproksi-
maciji z monomi. Slika 15 to dejstvo potrjuje. Konvergenc¢ne krivulje za Gaussove
funkcije se pri povecevanju parametra oblike ¢edalje bolj priblizujejo konvergencni
krivulji monomov. Ce imamo pri radialnih baznih funkcijah tezavo s konvergenco,
lahko poizkusimo povecati parameter oblike. Seveda ga ne moremo povecevati prek

vseh meja, saj s tem sistem (3.26) za izrac¢un funkcije oblike z ve¢anjem parametra
oblike postaja cedalje bolj obcutljiv.

1072

10—3 [

~ hapaka
=

T

L

L

s
E
T

1075 1

1077 L I |
10? 10° 10! 10°

Slika 15: Konvergen¢ne krivulje za Gaussove funkcije pri cedalje vedjem o in za

monome (0 = oo). Uporabljeni parametri so n = m = 5 in Gaussova uteZ s
parametrom o,, = ?fx-

Da si izboljsamo intuicijo o pomenu parametrov oblike pri uporabi radialnih
baznih funkcij in utezi, naredimo Se eno analizo, ki bo pomagala pri izbiri parametrov
pri bolj zapletenih problemih. Problem (4.3) resimo za razli¢ne izbire parametrov
oblike baznih funkcij (o3) in Gaussove funkcije utezi (o,,) ter primerjajmo natancnost
reSitve. Graf napake je prikazan na sliki 16a.

Trditev 3.2 pravi, da mora biti v primeru n = m in obrnljive matrike B aproksi-
macija operatorja (in posledi¢no tudi napaka) neodvisna od izbire utezi. Opomba po

95



Stevilo odrezanih singularnih vrednosti

logy(Lx napaka)

I
o)

9, N = 2601, Gaussove

n=m=9N
5000 o
NN O gttt .
& 858 58 3
° = w0 w S =) Y - »
n=m=9,N = 2601, Gaussove bazne funkcije

5.5

(a) Napaka v odvisnosti od o in 0. (b) Stevilo odrezanih singularnih vrednosti
v odvisnosti od op in gy,.

Slika 16: Analiza reSevanja problema (4.3) z Gaussovimi funkcijami in Gaussovo
utezjo prin =m =9 in N = 2601.

trditvi pravi, da numeri¢no to velja, ¢e le utez ni premajhna, da bi bila sama razlog
za numericne nestabilnosti. Slika 16a to potrdi; trditev velja v obmocju, kjer je ma-
trika tudi numeri¢no obrnljiva. Ce je utez zelo majhna, manjsa od 0.3r,, potem se
nekatere enacbe v sistemu (3.26) pomnoZijo s priblizno exp(—2/0.3?) ~ 2.23- 10719,
kar privede do velike nestabilnosti. Do numeri¢ne neobrnljivosti matrike pa lahko
pripelje tudi izbira prevelikega parametra o3, kajti za o, = 707, so vsi elementi
matrike B med 1.00041 in 1. Boljsi vpogled v obrnljivost matrike B nam da graf
na sliki 16b, ki predstavlja Stevilo odrezanih singularnih vrednosti pri SVD razcepu,
s pomocjo katerega izracunamo psevdoinverz matrike W B. Aproksimacija je res
neodvisna od utezi na predelu, kjer nismo odrezali nobene singularne vrednosti, to-
rej priblizno na obmod¢ju [0, 70] x [0.3,00), drugje pa lahko utez vpliva na izra¢un
psevdoinverza in Stevilo odrezanih singularnih vrednosti.

Kvaliteta aproksimacije je za o3, blizu 0 zelo slaba, saj imajo bazne funkcije ne-
nicelno vrednost samo v svojem centru. Nato napaka pada z veCanjem oy, dokler ne
pridemo v obmocje numeri¢ne neobrnljivosti matrike B. Tam pride v igro regulari-
zacija v SVD razcepu, ki nam lahko tudi pomaga, kar vidimo v pasu nizke napake
okoli 0, = 1. Na sliki 16b vidimo, da se z veCanjem o, reze ¢edalje ve¢ singularnih
vrednosti in s¢asoma bi aproksimacija spet postala nestabilna. Podobno sliko do-
bimo pri razlicnih N, n in ostalih izbirah baznih funkcij. Obi¢ajno zato izberemo
sorazmerno velik parameter oy, okoli 1507y, za obliko utezi pa vzamemo priblizno
Ty

V dosedanjih analizah smo videli, da se MLSM metoda obnasa enako ali slabse
kot metoda koncnih diferenc na Solskih primerih. Njena prednost lezi v splo$nosti,
saj se jo z lahkoto prilagodi na druga¢ne domene, v visje dimenzije in na druge
operatorje. Na sliki 17 so prikazane resitve Poissonove ena¢be Au = 1 s homogenimi
robnimi pogoji na bolj zanimivih domenah in v vi§jih dimenzijah. V dveh dimenzijah
so bili za bazne funkcije uporabljeni monomi {1,z,y, 2% y*} in n = 5, v treh pa 9
Gaussovih baznih funkcij z o, = 507, in Gaussovo utezjo s o,, = r, na devetih
tockah. V vseh primerih je bilo potrebno poleg parametrov spremeniti le definicijo
domene, preostala programska koda je ostala enaka.

o6



Slika 17: ReSevanje Poissonove ena¢be Au = 1 s homogenimi robnimi pogoji na
zanimivejsih domenah.

4.3 Vpet nosilec

Problem vpetega nosilca (angl. cantilever beam) je standarden problem v linearni
elastomehaniki in eden osnovnih testnih primerov za raziskovanje obnaSanja nu-
meri¢nih metod. Imejmo tanek nosilec dolzine L in visine D, vpet na desnem
koncu, ki ga na levem koncu navzdol potiska sila P na enoto Sirine. Idealizirana
Timoshenkova teorija nosilcev nudi analiti¢no resitev za ta problem v primeru pred-
postavke o ravninski napetosti. Napetosti v nosilcu, ki ga postavimo na obmocdje
[0, L] x [-D/2,D/2], so izpeljane v [57, str. 284-289, enacba 7.4.55| in se izrazajo
kot

P P (D?
Opz = ﬂ) Oyy = O, Oy = =7 (T - y2> ) (49)

pomiki pa kot

" Py (3D*(v+1) — 4 (3L* + (v + 2)y* — 32?)) (4.10)
2UET ’ '
 PQ@BD*(v+1)(L—x)+4(L—2x)*2L + ) + 12vzy?)
YT 24E1 ’ 41

pri Cemer je [ = %D?) vztrajnostni moment preseka nosilca za vrtenje okoli sredisca,
E Youngov modul in v Poissonovo razmerje. ReSimo primer tudi numeri¢no. ReSimo
Navierovo enacbo (2.54) na Q = [0, L] x [-D/2,D/2] s predpisanim pomikom pri
x = L, danim z analiti¢no resitvijo (4.10-4.11). Zgornji in spodnji rob naj bosta
prosta (f = 0), na levem robu pa vzemimo navpi¢no paraboli¢no razporejeno silo
t = 04,7, dano z analitiéno resitvijo (4.9).

7Z razliko primera pri izpeljavi metode v razdelku 3.1.2, kjer je bila neznana ko-
licina skalarno polje, je tokrat neznana koli¢ina vektorsko polje. V tem primeru
je najenostavnejsi pristop k resitvi, da obravnavamo enacbo za vektorsko polje kot
posamezne sklopljene enacbe za komponente polja, ki so skalarne funkcije. Oglejmo
si postopek na primeru dvodimenzionalne Navierove enac¢be. Vektorsko polje raz-
pisemo po komponentah, za primer dveh dimenzij zapisemo 4 = (u,v). Vektorska
oblika stacionarne Navierove enacbe

A+ p)V(V - @)+ uV2i+ f =0 (4.12)
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se razpisSe v sistem dveh enacb

Pu 0% Pu  Ou

()\—i-,u) <@+87y>+u(81'2 82>+f1 (413)
Pu 0% v 0%

e (G = ) o (G ) o 1

Enacbe so sklopljene preko operatorja grad div. Ce domeno diskretiziramo z N toé-
kami, bomo namesto sistema N x N za neznano skalarno polje, sedaj resevali sistem
2N x 2N za obe skalarni polji hkrati. Neznanke, ki ustrezajo vektorju u, predsta-
vimo numeri¢no kot vektor w dolzine 2N, katerega prvih N komponent predstavlja
u, preostalih N pa predstavlja v. Enako storimo z f in robnimi pogoji. Enacbo
Au = f lahko sedaj zapisemo po blokih

e vl [ =12 w3
Vsako izmed komponent Navierove enac¢be napiSemo v eno izmed (blo¢nih) vrstic.
Funkcijo oblike za clen naplsemo v blok V1, saj nastopa v prvi enac¢hbi in se nahaja

8y2 iz (4.13) napisemo v blok U1.

Ce katere elemente napiSemo na mesta, kjer so ze kaksni nenicelni elementi, jih med
seboj seStejemo. Primer matrike sistema (4.15) je prikazan na sliki 18. Vidimo,
da ima blo¢no strukturo, kot opisano v (4.15), pri ¢emer se dodatno znotraj blokih
vidijo e razli¢ni vzorci na obmodjih, ki pripadajo notranjim tockam ali tockam na
robu.

v drugi izmed enacb. Podobno aproksimacijo za

410
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Slika 18: Matrika kon¢nega sistema enacb (4.15) pri reSevanju problema vpetega
nosilca z 9 monomi in pravokotno diskretizacijo z N = 39 tockami

Problem resimo numeri¢no z uporabo 9 monomov in 9 Gaussovih baznih funkcij
z o, = 500r,, obakrat z Gaussovo utezjo o, = 7. Linearni sistem enacb re-
Simo z iterativnim BiCGSTAB postopkom z ILUT predpogojevanjem kot opisano v
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razdelku 3.3.4. Pri ILUT uporabimo parametra p = 20 in 7 = 107°. BiCGSTAB
algoritem iteriramo najvec¢ 300-krat ali dokler ni ocena napake pod 10713, Algoritem
je v vseh primerih konvergiral.

Za parametre problema izberemo L = 30m, D = 5m, £ = 72.1 GPa, v = 0.33,
P = 1000N/m. Numeri¢na resitev je prikazana na sliki 19. Omeniti je treba Se,
kako iz numeri¢ne resitve u dobimo aproksimacijo za ¢. Komponente ¢ so linearne
kombinacije odvodov #, tako da v vsaki diskretizacijski tocki izra¢unamo funkciji
oblike, ki aproksimirata 8% in a% in z njuno pomocjo izracunamo %(grad i+grad ")
ter nato preko Hookovega zakona (2.49) dobimo o.

Slika 19: Numeri¢na reSitev problema vpetega nosilca. Pomiki so zaradi boljse
vidnosti povecani za faktor 10°. Komponenta o, je kot v analiti¢ni resitvi enaka 0.

[zrac¢unamo Se, da je najvecji pomik

max |i(z)| =~ 1.22-10° m = 12.2 ym (4.16)

S

in najvecji gradient pomika

max | grad ()| ~ 8.53-107". (4.17)
xe

Predpostavka o majhnosti pomikov in njihovih gradientov torej res velja.
Na sliki 20 je prikazana konvergenca numericne resitve proti analiti¢ni. Napako
pomikov in napetosti merimo relativno v L., normi

e () = Mwerimax{fu(z) = alw)], [v(x) — o)}
maxge y{max{|u(z)], [v(z)|}}

en(0) = maxyex {Max{ |04, () — 00w ()], |04y (¥) = 04y (@)}, |00y (%) — Gy ()[}}

maxge y {max{|0p, ()], |0y, (2)], 0wy () }}

, (4.18)

(4.19)

kjer s stresico oznac¢imo izra¢unane koli¢ine, brez streSice pa analiti¢ne.

Rezultati so podobni kot pri Poissonovi ena¢bi na sliki 13. Monomi konvergirajo
zelo regularno z redom 2, medtem ko z uporabo Gaussovih baznih funkcij dosegamo
nekoliko slabsSe konvergen¢no obnaSanje. Vidimo, da konvergirajo tako vrednosti
pomikov, kot tudi vrednosti napetosti, pri ¢emer imamo pri napetostih nekoliko
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Slika 20: Konvergenca numeri¢ne metode pri reSevanju problema vpetega nosilca.

veéjo napako in malenkost slabsi red, saj jih ocenjujemo iz pomikov, kaj zahteva Se
eno diferen¢no aproksimacijo vec.

Za demonstracijo sploSnosti metode dodajmo v nosilec Se nekaj lukenj. Nosilec
pritrdimo na desnem koncu (@ = 0) in vlecimo navzdol na levem z enakomerno
porazdeljeno silo P enake velikosti kot prej (£ = —P/D7). V domeno razporedimo
N = 177617 diskretizacijskih tock z veéjo gostoto okoli robov lukenj, po ustvarjanju
domene pa jo Se dodatno izboljSamo z algoritmom 3 s 50 iteracijami na Sestih sosedih
z [y = 1072 in o = 3. Upogib nosilca, obarvan z vrednostjo von Misesove napetosti,
je prikazan na sliki 21.

von Misesova napetost kPa
e == [ = = = = == + 12

[ N = e ]

0 5 10 15 20 25

Slika 21: Numeri¢na resitev upogiba nosilca z nekaj luknjami. Pomiki so zaradi
boljge vidnosti povecani za faktor 10°.

Von Misesova napetost se za primer ravninske napetosti izrac¢una kot

o, = \/agw — 0420y + 0g, + 302, (4.20)
in se uporablja v von Misesovem kriteriju plasticnosti. Ta pravi, da material ni vec
elasticen, ko o, preseze neko materialno konstanto oy. Visje vrednosti o, torej naka-
zujejo, da je material blizje meji svoje elasti¢nosti in visoke vrednosti o, oznacujejo
najverjetnejSa mesta za poskodbe. Najvec¢ji pomik v tem primeru je

max |i(z)| ~ 1.55 - 107> m = 15.5 um. (4.21)

zEQ
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4.4 Hertzev kontaktni problem

Hertzev kontaktni problem je leta 1882 v svojem ¢lanku “Uber die Beriihrung fester
elastischer Korper.” [24] obravnaval ze Heinrich Hertz. Ko dve ukrivljeni telesi z
razliénima radijema ukrivljenosti staknemo, se na zacetku dotikata le v tocki ali na
premici. Ko ju pritisnemo skupaj z neko silo, se elasti¢no deformirata in med njima
se ustvari sti¢na povrSina. Izracunati Zzelimo napetost v telesih, ki nastanejo kot
posledice medsebojnega pritiska ali trenja. Klasi¢na Hertzeva teorija predpostavlja,
da je kontakt med telesoma nelepljiv (angl. non-adhesive). To pomeni, da je pritisk
na kontaktni ploskvi lahko samo pozitiven in da se telesi ne moreta sprijeti med seboj
ter da za njuno locitev ne potrebujemo nobene sile. Kasnejse teorije so veljavne
tudi za lepljive kontakte in upoStevajo ve¢ parametrov povrsine, npr. tudi njeno
hrapavost. Kljub temu je klasi¢na teorija Se vedno aktualna in se uporablja v drugih
vejah mehanike, npr. v tribologiji, vedi o trenju, obrabi in mazanju materialov.

Za prvi primer uporabe izpeljane numeri¢ne metode na problemu iz elastome-
hanike obravnavajmo elasticen Hertzev stik valja in polravnine, kot opisan v [6,
str. 122, poglavje 3.2]. Hertzeva teorija je, poleg predpostavke o nelepljivem stiku,
osnovana na naslednjih predpostavkah:

1. kontaktni ploskvi sta gladki, ne sovpadata in sta brez trenja,

2. kontaktna povrsina je majhna v primerjavi z velikostjo teles v kontaktu,

3. vsako od teles lahko v blizini kontakta obravnavamo kot elasti¢en polprostor,
4

. vrzel med telesoma v okolici kontakta je mozno aproksimirati z izrazom oblike
Az? + By?, kjer sta x in y koordinati v ravnini, tangentni na obmod¢je stika.

Tocka 4 omeji klasi¢no Hertzevo teorijo na krogle, valje in elipsoide ter njihove limite,
ko posljemo ukrivljenosti proti 0.

Hertzeva teorija za dvodimenzionalni pritisk valja na elasti¢no polravnino se
izpelje iz stika med dvema vzporednima valjema dolzine L z radijema R; in Rs,
Youngovima moduloma E; in E, ter Poissonovima razmerjema vy in vy (slika 22a).

5 p(z)
FJ L 2
@ i@=0 =0
u=0
(a) Stik dveh vzporednih valjev. (b) Robni pogoji za numeri¢no resitev.

Slika 22: Obravnavan Hertzev kontaktni problem.

Obmocje stika med valjema je Sirine 2b, kjer je

FR
b=24/— 4.22
V wE*’ ( )
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11 1
R~ R’ TRy
Pritisk na kontaktno

pri cemer je F' sila na enoto dolzine, R kombiniran krivinski radij, dan z

. .. oy . 1— 1—12
in £* kombiniran elasti¢ni modul, dan z 2 = —~ 2

2
Ex T Ell + FEy
povrsino je dan z

1— 2 |FE*
p(x) — Po b2 ‘.1" <b , Po = ) (423)
0; sicer TR

Pri enem valju posljemo krivinski radij proti neskon¢no in problem prevedemo na
ravninskega preko predpostavke o ravninski napetosti.

Numeri¢no zelimo izra¢unati pomike in napetosti v materialu, zato resimo sta-
cionarno Navierovo ena¢bo (2.54). ReSujemo problem

A+ V(V- @) +uVii=0 naQ=(—00,00) x (—00,0),
t(z,0) = —p(x)J. (4.24)
lim (z,y) =0.
T, Yy—0o0

Analiti¢ne resitve kontaktnih problemov se ponavadi izpelje iz Flamantove resi-
tve [57, str. 294|, ki v posebnem primeru resi problem tockovnega pritiska na polrav-
nino za robni pogoj #(z,0) = ped(z)7. Druge reditve lahko dobimo s konvolucijo s
Flamantovo resitvijo ali pa z metodo kompleksnih potencialov, kot je to narejeno
v [45] 8e za nekoliko splosnejsi problem. Od tam dobimo tudi analiti¢no resitev v
zaprti obliki za napetost, ki se izraza v splosni tocki (x,y) s funkcijama m in n,

m2:

(\/(62 — 222 A2 + 0P — 2+ y2> : (4.25)

2

1
2
1
n®=—
2

W (2 — a2 + )" 4 day? — (B — o® + zf)) , (4.26)

kjer je m = vm? in n = sgn(x)vn2. Z njuno pomodcjo zapiSemo napetosti

2 2
Do y-+n
2 2
Do y-+tn
Uyy = —ym <1 — m) s (428)
2 2
Po m-—=y
Ogy = Oyg = ?n (m) . (429)

S pomocjo zgornje resitve bomo analizirali napako numeri¢ne resitve. Analiti¢ne
vrednosti napetosti v okolici kontakta so prikazane na sliki 23.

Za normo napake si ponovno izberemo diskretno L., normo, le da tokrat pri-
merjamo napetosti o, 0y, in 0g,. PoSteno je primerjati brezdimenzijske koli¢ine
02/ Do, saj so neodvisne od izbire b in py. Za napako med izra¢unanimi vrednostmi,
oznacenimi s streSico, in pravimi vrednostmi, brez stresice, tako vzamemo

oo = ma ({02 (2) = 02 (0)], 103 (2) — G4y ()] 924 (2) = Gy ()| }} /0. (4.30)

Poskusimo problem resiti na enak nacin kot pri problemu vpetega nosilca. Za
numeri¢no resevanje neskonéno domeno omejimo na [—H, H| x[—H, 0] za dovolj velik
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= =
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> =

0
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z/b z/b

Slika 23: Napetosti pod obmodjem kontakta med valjem in polravnino.

H in na robu postavimo premik na 0, kot prikazano na sliki 22b. Na zgornjem robu
domene kot prej zahtevamo predpisano napetost. Za parametre problema vzamemo
F =543N/m, Ey = E; = 72.1GPa, 11 =1, = 0.33, Ry = R = 1 m. Od tod dobimo
sirino kontakta b = 0.13mm in maksimalni tlak py = 2.6 MPa. Za H izberimo
10 mm, torej priblizno 75-krat ve¢jo domeno, kot je pojav, ki ga opazujemo.

Numeri¢no problem resimo na dva nacina, z uporabo 9 monomov in 9 Gaussovih
funkcij z o, = 3507,. Obakrat uporabimo Gaussovo utez s ¢ = r,. Za reSevanje
linearnega sistema enacb uporabimo iterativni BICGSTAB algoritem z ILUT pred-
pogojevanjem, s parametroma p = 20 in 7 = 1075, BiCGSTAB algoritem iteriramo
najve¢ 300-krat ali dokler ni ocena napake pod 107!3. Na sliki 24 je prikazana
konvergenca numeri¢ne metode.

0.5

L., napaka
o
[V}
T

0.1+

102 10° 101 10° 100
N

Slika 24: Konvergenca metode pri resevanju Hertzevega kontaktnega pro-
blema (4.24).

Vidimo, da je konvergenca zelo neregularna, nizkega reda in da imamo relativno
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visoko napako. Visoka napaka je posledica relativno redke diskretizacije, saj tudi pri
N = 10° tockah v domeni to pomeni, da imamo le 10 to¢k na dolZino b. Neregular-
nost izhaja iz neregularnosti robnih pogojev, funkcija p namre¢ ni niti Lipschitzeva in
njen vogal pri b je tezko dobro aproksimirati. Celotno obmodéje [—2b, 2b] x [—2b, 0]
v bliznji okolici kontakta torej popisuje le slabih 800 tock. Iz grafa konvergence pri
problemu vpetega nosilca na sliki 20 od¢itamo, da bi pri takem Stevilu tock imeli
napako okoli 0.04, kar je v enakem velikostnem razredu. Vec¢jo napako v nasem
primeru gre pripisati aproksimaciji robnih pogojev in njihovi neregularnosti. Za
zmanjsanje napake imamo dve strategiji, glede na to od kje izvira glavni del napake:
ali povec¢amo domeno ali pa izboljsamo diskretizacijo. Oglejmo si najprej, kaj lahko
pridobimo s povec¢anjem domene, in kako vemo, kdaj smo izbrali dovolj velik H. Na
sliki 25 so prikazane napake v odvisnosti od velikosti domene pri razli¢nih gostotah
diskretizacij.

0.18 T

—e—1.25 tock / b

2.50 tock / b
0.16 - —»—3.75 tock / b |
—e—5.00 tock / b

e o

= =

%) ~
T T

I I

L., napaka

<

=
T

I

0.08 &

0.06 - =

Il Il Il Il Il Il Il
0 10 20 30 40 50 60 70 80
H/b

Slika 25: Napaka pri razlicnih gostotah diskretizacij v odvisnosti od velikosti do-
mene.

Vidimo, da na zacetku napaka, povzrocena z neto¢nimi robnimi pogoji, pada,
in ko pade pod vrednost napake, ki je nastala zaradi diskretizacije, vecanje H ne
pomaga ve¢. Pri bolj natan¢nih diskretizacijah moramo vzeti tudi vec¢ji H, saj je
napaka diskretizacije toliko nizja. Ce torej ugotovimo, da se konvergenca ustavi ali
ne nadaljuje vec z enakim redom kot prej, smo najverjetneje zadeli ob napako zaradi
kon¢nih robnih pogojev.

Pri veliki domeni je rac¢unsko nemogoce enakomerno gosto vecati diskretizacijo.
Neposredna resitev je lokalno zgoséevanje mreze v obmodju, kjer pricakujemo naj-
veéjo napako, in sicer v okolici kontakta. Izberimo H = 1m =~ 750000 in zgostimo
mrezo kot opisano v razdelku 3.3.2. Za parametre zgoScevanja izberemo ¢ = 8 in
f =0.4. Najprej jo primarno zgostimo v pravokotnikih oblike

[—hb, hb] x [0, hb], za h € {1000,500,200, 100, 50,20, 10, 5, 4, 3, 2}, (4.31)

nato Se sekundarno zgostimo domeno okoli to¢k +b na povrsini v pravokotnikih
oblike

[c — hb,c+ hb] X [=hb,0], za ¢ = +bin h € {0.4,0.3,0.2,0.1,0.05,0.0025}. (4.32)
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Na sliki 26a je prikazan kos tako zgosc¢ene domene, na sliki 26b pa gostota diskreti-
zacije v domeni, podana kot razmerje med razdaljo do najblizjega soseda in najvecjo
mozno razdaljo do najblizjega soseda.

logy (rc/r¢*™)

0 -8

-1 -10
-2

% % -12
3

-14
4

-16

--5 0 5 -4 -2 0 2 4
z/b z/b
(a) Sedemnajstkrat zgoscena diskretiza- (b) Gostota diskretizacije zgoSfene do-

cija okoli podro¢ja zanimanja. mene.

Slika 26: Primer sedemnajstkrat zgoScene domene, s pomocjo katere lahko bolj
natancno resimo Hertzev kontaktni problem (4.24).

Resimo problem na zgo$¢eni domeni z uporabo Gaussovih funkcij s parametrom
oblike o, = 350 7., Gaussovo utezjo s o, = 7. in n = m = 9. Sistem enacb resimo
z iterativnim BiCGSTAB algoritmom z ILUT predpogojevanjem. Uporabimo para-
metra p = 100 in 7 = 107%. BiCGSTAB algoritem iteriramo najve¢ 1000-krat ali
dokler ni ocena napake pod 107, Algoritem je v vseh primerih konvergiral. Na

sliki 27 je prikazana konvergenca numeri¢ne metode pri razli¢nih nivojih sekundar-
nega zgoscevanja.

0.05 —

—+—nivo 0
nivo 1
—#—nivo 2
— %= nivo 3
—sa—nivo 4
—4¢— nivo 5
—a&—nivo 6

Ly, napaka

0.01

0.005

‘1(‘J‘ ‘ ‘ T ‘105 ‘ ‘ o ‘106
Slika 27: Napaka metode pri razli¢nih nivojih sekundarnega zgoscevanja.

Vidimo, da zgoscevanje zelo pomaga. Ze samo pri primarnem zgostevanju in

N = 10* je napaka manjsa, kot smo jo bili sposobni doseci brez zgostevanja. Vsak

dodaten nivo zgoscevanja Se izboljsa aproksimacijo. Numeri¢na resitev, pridobljena
z najfinejso diskretizacijo, je prikazana na sliki 28.
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. von Misesova napetost/py
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Slika 28: Numeri¢na resitev Hertzevega kontaktnega problema (4.24). Zaradi boljse
vidnosti so pomiki povecani za faktor 10°.
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5 Zgled iz mehanike utrujenosti materialov

Oglejmo si Se nekoliko bolj konkreten primer elastostaticnega problema iz podrocja
mehanike utrujanja materialov (angl. fretting fatigue). Ena izmed oblik utrujanja
je obraba materiala zaradi drgnjenja. Drgnjenje je ponavadi oscilatorno gibanje z
majhno amplitudo in lahko skrajsa zivljenjsko dobo materiala tudi do 50 % [29] glede
na zivljenjsko dobo, pri kateri oscilacij ne bi bilo. To je vsekakor dovolj dober motiv,
da je razumevanje tega pojava pomembna znanstvena disciplina. Eden izmed po-
gostih eksperimentov za razumevanje tega pojava se izvede tako, da se ploscat kos
materiala, ki ga imenujmo wvzorec, vpne na enem koncu, drug konec pa periodi¢no
raztegujemo z napetostjo ., [27]. Z drugih dveh strani na vzorec pritiskata dve
cilindri¢ni glavi z normalno silo F', ki se tudi gibljeta oscilatorno tangentno na povr-
sino materiala in nanj delujeta s tangentno silo (). Shema eksperimenta je prikazana
na sliki 29a, fotografija njegove izvedbe pa na sliki 29b.

> Oax

//////
S

(a) Shema eksperimenta. (b) Fotografija eksperimenta.
vir: Univerza v Luksemburgu

Slika 29: Eksperiment za raziskovanje utrujanja materialov.

7 eksperimentom Zelimo napovedati nastanek in rast razpok. Problem obravna-
vamo v sklopu mednarodnega projekta (GO18916N “Multi-analysis of fretting fati-
gue using physical and virtual experiments”) z Univerzo v Luksemburgu, Univerzo v
Gentu in Institutom “Jozef Stefan” tudi numeri¢no [50]. Vloga Instituta “Jozef Ste-
fan” in Univerze v Luksemburgu je razviti originalno numeric¢no resitev problema, saj
do sedaj uporabljena komercialna resitev ABAQUS®) [25], ki jo uporabljajo na Uni-
verzi v Gentu, ni zagotovila zadovoljivih rezultatov pri simulaciji Sirjenja razpoke.
Prvi korak k simulaciji eksperimenta je izracun napetosti na povrsini kontakta. Za
referencno resitev uporabimo [50], kjer so predstavljeni rezultati simulacije ekspe-
rimenta v statiCnem stanju maksimalne oscilacije s tangentno silo enako () in osno
napetostjo enako o,,. Eksperiment ima vodoravno simetrijsko os (slika 29a) zato
lahko pri simulaciji obravnavamo samo eno glavo in polovi¢no Sirino ter rezultate
nato prezrcalimo. Poleg tega je debelina materiala majhna in vse sile in napetosti
so v ravnini materiala, torej problem ustreza predpostavki o ravninski napetosti in
ga lahko prevedemo na dve dimenziji. Problem nas spominja na teorijo Hertzevega
kontakta (4.4), le da ima prisotno tudi tangentno silo, osno napetost in koné¢ne di-
menzije. V [50, razdelek 2| so opisani analiti¢ni izrazi za modeliranje napetosti, s
katerimi cilindri¢na glava pritiska na vzorec. Problem poenostavimo in simulirajmo
pritisk glave z analiticnimi robnimi pogoji. Oznac¢imo krivinski radij glave z R, Si-
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rino vzorca z W, dolzino z L in debelino z t. Izraz za Sirino kontakta je enak kot pri
Hertzevem problemu, pri ¢emer upostevamo, da je dolzinska gostota sile enaka F'/t.
Sirina polovice kontaktnega obmocja se tako izraza z

FR
= 2,/_ 1
“ trE*’ (5 )

normalni pritisk na kontaktno povrsino pa je dan z

2
por/1—%; |z|<a FE*
p(x) = @ , o=/ : (5.2)
{0; sicer tnR

Pri tem je E* definiran enako kot pri Hertzevem kontaktu v razdelku 4.4. Na tan-
gentno silo bo imel vpliv tudi koeficient trenja med povrSinama, ki ga, nekoliko
nesrec¢no, oznac¢imo z u, tako kot Laméjev drugi parameter. Iz konteksta, vrednosti
in dimenzij p bo razvidno, katero izmed koli¢in predstavlja. Za tangentno silo pred-
postavimo, da je manjSa kot mejna sila trenja, ki je dana s Coulombovim zakonom
kot puF'. V tem primeru se kontakt razdeli na dve obmocji: obmocje drsenja in
obmocje lepljenja. Tangentna napetost je dana s

—/‘PO(\/l—i—z—ﬁ\/l—”é—;); |7 < ¢
I‘2.

alw) = —ppory/ 1 — 5 c<|z[<a, (5:3)
0; sicer
pri ¢emer je ¢ = ay /1 — % in {z;|z| < ¢} obmodje lepljenja. Zgornji izraz je mozno

prilagoditi tudi tako, da je pravilen ob prisotnosti osne napetosti o, z uvedbo
ekscentricnosti e = sgn(Q)4%%2=. 7 njeno pomocjo izrazimo ¢ s

QA0 ax
dupo

o (1= F -5 1= B )¢ e <
1) =) o1~ 2 cslo—dinldsa, Y

0; sicer

pri cemer mora veljati o, < 4 (1 —4/1— %), da ekscentri¢nost ne povzroci, da
bi obmocje lepljivosti segalo izven obmodja kontakta. Sedaj imamo vse pripravljeno
za numeri¢no resevanje. Resujemo torej problem

O+ @)V - @) + V2 = 0, na ) — [_g,g] y [_%,o]
t(z,0) = q(z)7— p(x)7, (napetost na vrhu)
ﬁ(—g,y) =0, (vpet levo) (5.5)
z?(g,y) =0, (prost desno)
u(z, —g) -7=0, Gﬁ(:c,(;yt/Q) .7: 0, (simetrija spodaj)
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pd AN —q()
v N drsenje p(x)
\ lepljen;

/ L e Al
L L

2b w

u=0 t,=0
v=0 Ly = Oy
—ac—e ct+e a %=0 v=0

(a) Primer napetosti p(z) in ¢(x) z ozna-  (b) Domena in robni pogoji. Oznadili

¢enima obmod&jema drsenja in lepljenja  smo @ = (u,v), t = (ta,ty).
za R = 50mm in p = 0.85.

Slika 30: Domena in robni pogoji za numeri¢no reSevanje problema (5.5).

grafi¢no prikazan na sliki 30b.

V eksperimentu, opisanem v [27], je bil uporabljen aluminij 2420-T3, katerega
materialni lastnosti sta £ = 72.1 GPa in v = 0.33. Vzorec je bil velikosti ¢ = 4 mm,
W = 10mm in L = 40mm. Najvecji izmerjeni sili sta bili F' = 543N v smeri —7
in Q = 155N v smeri —7, osna napetost pa je bila g,, = 100 MPa. Numeri¢na
simulacija v [50] je bila narejena za R = 10mm in R = 50mm in tri razli¢ne
koeficiente trenja = 0.3, © = 0.85 in p = 2, zato tudi mi izberimo te parametre.
Na Hertzevem kontaktnem problemu (4.24) smo se naucili, kako dobro diskretizirati
domeno. Tudi tukaj uporabimo enake parametre, le gos¢enje domene prilagodimo
manjSim dimenzijam. Metoda za vse izbire parametrov R in p s povecevanjem N
konvergira proti limitni reSitvi. Na sliki 31 je prikazano ujemanje nasSe numeri¢ne
resitve z reSitvijo, izra¢unano v [50], za N = 52659 pri manjSem in N = 178897 pri
vecjem radiju.

u=0.3, R=10mm =2, R=10mm

400 1000
——MLSM —— MLSM
— 200 | —FEM — ——FEM
o] < L
& o 500
20 =3
g g 0F
© 200 S
-400 , ‘ , -500 ‘ , ,
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
z/a z/a
=0.3, R = 50mm =2, R =50mm
400 K i : 600 K i :
——MLSM —— MLSM
— _FEM 400} | FEM
500 FEM FEM

0. [MPa]
0. [MPa]

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
x/a x/a

Slika 31: Ujemanje MLSM in FEM resitve pri analizi kontakta.
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Vidimo, da se resitvi dobro ujemata, a ne povsem, kar je tudi pricakovati, saj
je FEM resitev nastala s simulacijo kontakta, MLSM pa z analiti¢nimi robnimi
pogoji. Ujemanje resitev kljub temu nakazuje, da je metoda MLSM primerna tudi
za reSevanje problemov iz kontaktne mehanike.

Posebno zanimanje pa ima vrednost o,, v $pici na desni strani kontaktne povr-
Sine, saj so raziskave pokazale, da se glavna razpoka, ki pripomore k zlomu materiala,
zgodi v neposredni blizini = a. Analiti¢na aproksimacija za najvecjo vrednost o,
se izraza kot [50, enacba (7), str. 6|

Ogzx,max — 2p0 H g + Oax- (56)

V tabeli 2 je prikazana izracunana vrednost 0, max za FEM in MLSM pri razli¢nih
N. Tabela vrednosti za FEM je vzeta iz [50, tabela 3|. Vidimo, da vrednosti

1 minimalna R =10mm R =50mm
razdalja [um] MSLM FEM MLSM FEM
10 325.36  242.57 210.78 18287
5 340.99 268.70 216.54 192.96
2.5 354.46  290.50 214.69 200.09
0.3 1.25 350.33 307.81 217.82 205.33
0.625 357.84 320.33 216.76 208.99

0.3125 355.65 329.94 21835 212.00
analiticna  342.28 342.28 208.35 208.35

10 479.12 34991 293.75 254.12

5 496.08 398.69 305.06 274.64

2.5 522.88  440.60 307.62 287.93

0.85 1.25 527.76  474.40 311.77 297.38
0.625 539.26  496.58 314.20 303.26

0.3125 543.71 513.08 315.77 308.06
analiticna ~ 507.82 507.82 283.90 283.90

10 686.07 441.20 417.73 336.52

5 729.38 537.49 43549 373.08

2.5 769.58 612.33 438.91 399.72

2.0 1.25 785.98 683.24 448.12 417.17
0.625 808.62  719.75 447.74  428.46

0.3125 809.06 750.50 451.95 436.21
analiticna  725.56  725.56 382.10 382.10

Tabela 2: Tabela vrednosti 0,4 max [MPa] za FEM, MLSM in analiti¢no aproksima-
cijo pri razlicnih gostotah diskretizacije.

konvergirajo k neki limiti, ki pa se razlikuje pri obeh metodah, vendar je v istem
velikostnem razredu. NaSa reSitev dosega visje vrednosti 0,4 max, kot je tudi razvidno
iz grafa na sliki 31. To je zato, ker reSujemo problem z danimi analiti¢nimi robnimi
pogoji, medtem ko FEM resitev kontakt simulira in slabse aproksimira ostre vogale.
Primer izra¢unane napetosti za problem (5.5) za ¢ = 0.85 in R = 50mm z N =
178897 tockami je prikazan na sliki 32.
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Slika 32: Primer resitve problema (5.5) za ¢ = 0.65 in R = 50 mm.

Ce to sliko primerjamo s sliko 28, na kateri je reSitev Hertzevega kontaktnega
problema, opazimo podobno splosno obliko nivojnic napetosti v notranjosti, na po-
vrsini pa se na sliki 32 mo¢no pozna vpliv tangente sile (). Ta povzrodi zamik
nivojnic in koncentracijo napetosti okoli tocke x = a na povrsini, ki je mnogo vecja
kot drugje v vzorcu.
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6 Implementacija

Numeri¢na metoda skupaj z vsemi dodatnimi orodji, za katere ni navedeno dru-
gace, je bila implementirana na oddelku E6 Instituta “Jozef Stefan” v Laboratoriju
za vzporedno in porazdeljeno ra¢unanje.* Implementirana je v programskem jeziku
C++ [61] zaradi hitrosti in dovolj mo¢nih jezikovnih konstruktov, kot so recimo pre-
dloge (angl. templates), ki omogocajo elegantno implementacijo. Podoben koncept
uporablja knjiznica Eigen [19], uporabljena za numeri¢no linearno algebro. Za iska-
nje najblizjih sosedov je uporabljena knjiznica ANN [48]. Celotna implementacija
je prosto dostopna na repozitoriju programske skupine [33| z dokumentacijo, prav
tako na voljo na spletu®.

Dejanska implementacija v grobem sledi postopku, opisanem v algoritmu 1. Na
sliki 33 je prikazan diagram izvedbe izracuna.

DOMENA

diskretizacija

l€

Fo
diskretizacija v
dovolj kvalitetna
izboljsanje diskretizacije [€{ algoritem za izboljsanje s

<
v [ A { I/
goscenje diskretizacije [€P| algoritem za goscenje

iskanje sosedov Y
k-d drevo )

APROKSIMACIJA PROBLEM

»  domena
bazne funkcije / Q /
>
r enacbha
utez
T y
4/
rac¢unanje funkcij oblike robni pogoji
SVD razcep N~ p
RESEVANJE
ey sy
sestavljanje sistema toleranca
BiCGSTAB |

Y

reSevanje sistema

A

T

Y

Slika 33: Diagram implementacije in izvedbe algoritma 1.

‘http://www-e6.ijs.si/ParallelAndDistributedSystems/
Shttp://www-e6.ijs.si/ParallelAndDistributedSystems/MeshlessMachine/
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6.1 Vzporedno racunanje

Oglejmo si Se moznost pospeSitve racunanja s pomocjo paralelizacije. Vse meri-
tve ¢asa v tem razdelku so narejene na racunalniku z dvema centralno procesnima
enotama Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2620 v3 @ 2.40GHz s po 6 jedri, od katerih
vsako jedro podpira dve niti izvajanja, in 64 GiB pomnilnika. Programi so prevedeni
z Intelovim C++ prevajalnikom icpc s stikali -std=c++11 -03 -DNDEBUG na opera-
cijskem sistemu Ubuntu Linux 14.04. Za matemati¢ne operacije je uporabljena In-
telova knjiznica MKL [28]. Pri paralelizaciji je uporabljena Intelova implementacija
knjiznice OpenMP [12] za paralelizacijo z deljenim pomnilnikom. Za reSevanje sis-
temov linearnih enacb je uporabljena Intelova implementacija sistema Pardiso [55].
Vse knjiznice in programi so verzije 2016.1.150 za Linux.

Oglejmo si najprej, kateri deli postopka so ¢asovno najbolj potratni. Iz ¢asovne
analize v razdelku 3.3.5 lahko sklepamo, da je to racunanje funkcij oblike, ki traja
O(m?nN) &asa, ali pa reSevanje sistema. Da bi bolje razumeli, koliko ¢asa stane
kateri del, to izmerimo. Na sliki 34 vidimo porazdelitev ¢asa, ki ga posamezni kosi
metode potrebujejo pri reSevanju Poissonovega robnega problema (4.3).

2.5 T T

[ grajenje domene
[Jracunanje funkcij oblike
I ¢rajenje matrike

2 - |l racunanje razcepa.

I resevanje sistema

¢as [min]

0.5+

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
N x 100

Slika 34: Cas izvajanja posameznih delov programa pri resevanju problema (4.3).

Vidimo, da sta najdrazja dela res racunanje funkcij oblike in resevanje sistema,
zato se ju najbolj splaca paralelizirati. Zanko, ki rac¢una funkcije oblik na vrstici 8
algoritma 1 lahko trivialno paraleliziramo, saj so operacije neodvisne med seboj,
deljeni podatki pa se ne spreminjajo. Paralelizacija reSevanja razprsenega sistema
linearnih enacb ni tako enostavna in je podro¢je mnogo raziskav z veliko razvitimi
sistemi za reSevanje, kot na primer Pardiso [55], PaStiX [23] in MUMPS |[3|. Zaradi
najlazje integracije z Eigen in dostopnosti v MKL knjiznici za osnovni test izberemo
Pardiso. Isti robni problem sedaj resimo vzporedno s k nitmi in s ¢x(/N) ozna¢imo
Cas izvajanja programa s k nitmi na problemu z N tockami v domeni. Opazovali
bomo faktor pohitritve (angl. speed-up)

fe(N) =t (N)/t1(N). (6.1)

Vrednost f3(10°) = 2.5 pove, da problem velikosti 10° reS§imo 2.5-krat hitreje s tremi
nitmi izvajanja kot z eno samo. Graf faktorjev pohitritve je prikazan na sliki 35.
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3.5

1.5

Slika 35: Faktorji pohitritve f.(N) pri reevanju problema (4.3).

Pri problemih z N < 5 - 10* se program Ze brez paralelizacije izvede v manj kot
sekundi, tako da so meritve pohitritve bolj nezanesljive in sama pohitritev ni tako
pomembna, zato glejmo graf za vecje N. Vidimo, da se izvajanje pohitri, toda ne
zelo, z asimptoti¢nim faktorjem pospesitve malo manj kot 1.5 za dve jedri, okoli 1.8
za §tiri jedra in kon¢nim faktorjem malo pod 2.5 za 12 jeder in ve¢. Zanimivo si
je tudi ogledati novo razporeditev ¢asov izvajanja posameznih kosov, prikazano za
primer k = 12 na sliki 36.

0.9 T T

[ grajenje domene

0.8 |- | Jracunanje funkcij oblike
I ¢rajenje matrike

07 [ racunanje razcepa
: I resevanje sistema

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
N x10°
Slika 36: Cas izvajanja posameznih delov programa pri reSevanju problema (4.3) z
12 nitmi.

Pricakovano se poveca delez, ki ga porabimo za grajenje domene, relativno pa
se precej poveca delez Casa, ki ga porabimo za razcep matrike, saj se ta paralelizira
slabse kot grajenje funkcij oblike. Iz grafov na slikah 34 in 36 preberemo, da je
faktor pohitritve samo za funkcije oblike priblizno 6.4, za razcep matrike pa 1.7.

Kljub slabim faktorjem pohitritve pri paralelizaciji, ta Se vedno vsaj dvakrat
skrajsa Cas izvajanja, brez veliko truda ali sprememb v izvorni kodi, tako da ni
razloga, da je ne bi uporabili.
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7 Zakljucek

V magistrskem delu smo si ogledali klasi¢no teorijo elastomehanike in izpeljali Na-
vierovo enacbo, ki opisuje deformacijo teles pod zunanjimi obremenitvami. Pokazali
smo obstoj in enoli¢nost Sibkih resitev Navierove enacbe. Samega reSevanja smo
se lotili numeri¢no in sicer s splosno MLSM metodo, za katero smo pokazali, da v
posebnih primerih preide v metodo konénih diferenc. Vpeljali smo tudi algoritem za
zgoscevanje in prilagajanje diskretizacije poljubnim oblikam ter demonstrirali njuno
uporabnost na vec¢ neregularnih domenabh.

Metodo smo najprej testirali na preprosti Poissonovi enacbi, kjer smo analizirali
obnaSanje glede na uporabo razlicnih baznih funkcij in utezi ter razlicnega Stevila
sosedov. V nadaljevanju smo resili dva klasi¢na primera iz elastostatike: problem
vpetega nosilca ter Hertzev kontaktni problem, na katerem smo dodatno demonstri-
rali moznost goscenja diskretizacije, saj smo domeno tako zgostili, da je bila razdalja
med sosednjimi vozli§¢i na najbolj zgoséenem delu 2'7-krat manjsa kot na najmanj
zgoscenem. Splosnost MLSM glede postavitve diskretizacijskih tock smo predstavili
preko resitve navrtanega vpetega nosilca, kjer smo morali opisati neregularno do-
meno ter zgostiti tocke v okolici lukenj. Za konec smo resili §e primer, motiviran
s strani mehanike utrujanja materialov, in pokazali ujemanje metode z referenc¢no
resitvijo. Nekateri rezultati magistrskega dela so bili tudi poslani v objavo [56].

Nadaljnje delo bo usmerjeno v razvoj resitvenega postopka za simulacijo rasti
razpoke. V ta namen bomo MLSM obogatili z adaptacijo baznih funkcij, kar bomo
potrebovali za opis konice razpoke. Za opis razpoke bomo prav tako potrebovali
cenilko napake resitve, saj ne bo ve¢ vnaprej znano, kje lahko pricakujemo najvecje
napake. Pri ra¢unanju funkcij oblike bomo problem v posebnih, a pogostih prime-
rih, zastavili preko resevanja sistema in tako pridobili na ¢asu resevanja, ki bo pri
simulacijah rasti razpoke postal pomemben faktor. V ta namen se bomo posvetili
tudi implementaciji paralelnih resitvenih postopkov, tako na arhitekturah s skupnim
pomnilnikom, kot tudi na distribuiranih arhitekturah.
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