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Induktivni in koinduktivni podatkovni tipi

POVZETEK

V programskih jezikih se pogosto srecamo z rekurzivnimi podatkovnimi tipi — tipi,
ki se v svoji definiciji sklicujejo sami nase. Poseben primer so induktivni in koin-
duktivni tipi, ki jih obravnavamo v tem delu. Za te tipe razvijemo matemati¢ni
model s pomocjo zacetnih algeber in konc¢nih koalgeber v okviru teorije kategorij.
Obravnavo induktivnih tipov kot zacetnih algeber predstavimo na primeru naravnih
Stevila in seznamov, medtem ko teorijo koinduktivnih tipov kot kon¢nih koalgeber
predstavimo na primeru tokov in konaravnih $tevil. Podamo tudi primere definicij
funkcij za delo z obema vrstama tipov in primere dokazov enostavnih trditev o njih.
Na kratko se posvetimo tudi vprasanju eksistence zac¢etnih algeber in kon¢nih koal-
geber. Za induktivne podatkovne tipe izpeljemo in formaliziramo principa rekurzije
in indukcije, za koinduktivne pa principa korekurzije in koindukcije. Vse te pojme
formaliziramo v okviru algeber in koalgeber za funktor ter prejsnje primere definicij
funkcij prepiSemo s pomocjo principov rekurzije in korekurzije. Podrobneje analizi-
ramo tudi dokaze z indukcijo in koindukcijo ter s pomo¢jo pojmov bisimulacije in
kongruence poudarimo njuno dualnost.

Inductive and Coinductive Data Types

ABSTRACT

In programming languages, we often work with recursive data types — types that re-
fer to themselves in their definitions. We dedicate this work to a notable special case
of inductive and coinductive data types. For these types we develop a mathematical
model treating them as initial algebras or final coalgebras, making use of category
theory. We apply the theoretical view of inductive data types as initial algebras to
lists and natural numbers, while the theory of coinductive data types is demonstra-
ted using streams and conatural numbers. Examples of functions for manipulating
both kinds of types are given, as well as examples of simple proofs. A question of
existence of initial algebras and final coalgebras is also given some attention. We
derive and formalize principles of recursion and induction for inductive data types
and principles of corecursion and coinduction for coinductive data types. All afore-
mentioned notions are formalised using algebras and coalgebras for a functor, and
previous examles of function definitions are rewritten in a recursive or corecursive
style. We analyse simple proofs using induction or coinduction and then even futrher
emphasize their duality with the notions of bisimulation and congruence.

Math. Subj. Class. (2010): 68Q65

Klju¢ne besede: zacetna F-algebra, kon¢na F-koalgebra, induktivni podatkovni
tipi, koinduktivni podatkovni tipi, indukcija, koindukcija, rekurzija, korekurzija
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1. MOTIVACIJA

Radi bi razvili matemati¢ni model enostavnih podatkovnih tipov. Tak matema-
tiéni model nam koristi v prevajalnikih, pri dokazovanju lastnosti podatkovnih tipov
na roke ali v avtomatskih dokazovalnikih. Poleg tega ponuja Sirsi pogled na podat-
kovne tipe, ki je bolj v uporabi v funkcijskem programiranju. Za zacetek si oglejmo
motivacijo za Studij tipov in neformalen uvod v njihovo obravnavo. Ce ni drugace
navedeno, bomo snov ¢rpali iz [6].

1.1. Osnovni tipi. Najpogostejsi in najosnovnejsi primeri podatkovnih tipov v pro-
gramiranju so cela Stevila int32, logi¢ne vrednosti bool ali pa tip unit, ki predsta-
vlja tip z eno samo mozno vrednostjo.

int32: [ = {-2°" ..., -1,0,1,...,2°" — 1}
bool: B = {false, true}
unit: U = {*}

Vsi ti podatkovni tipi imajo kon¢ne mnozice vrednosti, ki jih lahko zavzamejo, in
so z njimi doloceni. S sestavljanjem enostavnejsih tipov lahko zgradimo veliko raz-
licnih in kompleksnejsih tipov. Primer takega tipa je triple, ki predstavlja trojico
stevil. Poznamo dva osnovna nacina sestavljanja, produkte in vsote tipov. Produktni
tipi so taki, ki hranijo ve¢ vrednosti hkrati, na primer triple. Mnozica vrednosti
produktnega tipa ustreza natanko kartezicnemu produktu mnozic vrednosti tipov,
iz katerih je zgrajen. Za tip triple lahko torej zapisemo:

triple: T'=1x1x 1.

Kdaj pa si zelimo imeti tip, ki lahko zavzame vrednost bodisi enega bodisi drugega
tipa. Definirajmo si tip result, ki naj predstavlja rezultat nekega celostevilskega
izraza, lahko pa zavzame tudi vrednost *, ¢e je Slo pri rac¢unanju kaj narobe. Ta-
kemu tipu, ki lahko zavzame le eno od nastetih vrednosti, bomo rekli vsota tipov.
Mnozica vrednosti ustreza natanko disjunktni uniji mnozic vrednosti tipov, iz ka-
terih je sestavljen. Tip result lahko zavzame katerokoli celoStevilsko vrednost ali
vrednost * in njegova mnozica vrednosti ustreza:

result: R=1+U.

Tipom, ki so zgrajeni iz osnovnih tipov s pomocjo vsot in produktov, pravimo
algebraicni podatkovni tipi. Pri vsakem algebrai¢nem tipu z definicijo pravzaprav
podamo nacine, na katere ga lahko zgradimo. Tip triple zgradimo iz treh Stevil
tipa int32. Tip result zgradimo tako, da mu izberemo vrednost, ki je bodisi tipa
int32, bodisi tipa unit. Tip int32 pa ustvarimo tako, da mu izberemo eno izmed
vrednosti. V tej lu¢i lahko tip int32 vidimo tudi kot vsoto tipov, ki so podobni
unit. Vsak ¢len v vsoti lahko zavzame le eno vrednost, ki predstavlja eno izmed
moznih vrednosti tipa int32.

int32: [ = {-2°1} + ...+ {2% -1}

1.2. Rekurzivni tipi. Mnozice vrednosti vseh tipov, ki smo jih do sedaj definirali,
so bile vedno kon¢ne, tipi pa precej enostavni. Vendar nam zgolj enostavni tipi
ne dajejo dovolj moci in fleksibilnosti; ne moremo namre¢ definirati nizov znakov,
poljubno velikih stevil in podobnih, Se bolj kompleksnih tipov. Taki tipi so bolj
zanimivi, saj jih najlazje definiramo rekurzivno, tj. s sklicevanjem samih nase.

4



Definirajmo rekurzivni tip, ki predstavlja seznam s celostevilskimi elementi. De-
finicijo napiSemo s pomocjo sklicevanja same nase, namre¢: vsak seznam je bodisi
prazen bodisi je sestavljen iz enega elementa in seznama. Ce z L ozna¢imo mnozico
vseh vrednosti tipa list, potem lahko L zapisemo podobno, kot smo zapisali ostale
mnozice vrednosti tipov zgoraj:

list: L=1+1x1L,

kjer je 1 enoelementna mnozica, ki vsebuje prazen seznam. Dobili smo enacbo za
L. Ce zelimo najti mnozico vrednosti tipa 1ist, moramo poiskati resitev mnozi¢no-
teoreticne enacbe L = 1+ I x L. Kot je pogosto v matematiki, bomo tudi tukaj
objekte obravnavali le “do izomorfizma natancéno”. Ker delamo v kategoriji mnozic,
to pomeni, da obravnavamo mnozice, med katerimi obstajajo bijekcije, kot izo-
morfne. V tem duhu interpretiramo tudi zgornjo enacbo. IS¢emo torej tak L, za
katerega bo med levo in desno stranjo obstajala bijekcija. ReSitev zgornje enacbe je
veliko, mi pa zelimo najti najmanjso reSitev, saj zelimo, da tip vsebuje le tisto, kar
se iz zacCetnih vrednosti da skonstruirati, in nic¢esar drugega. Po konstrukciji prica-
kujemo, da bo resitev enaka mnozici vseh celostevilskih seznamov, ali ekvivalentno,
mnozici I*, tj. mnozici vseh koné¢nih besed nad abecedo I.

L:I*:ﬁln
n=0

Poglejmo na tip 1list Se z drugega zornega kota. Vrednost tipa 1ist lahko dobimo
po dveh pravilih. Prvo pravi: seznam je lahko prazen. Drugo pravi: ¢e imamo
Stevilo in seznam, lahko tvorimo nov seznam tako, da za prvi element vzamemo dano
Stevilo, preostali elementi pa so elementi danega seznama. Prvo pravilo imenujmo nil,
drugega pa cons. Pravilom, ki povedo, kako naredimo objekt nekega tipa, pravimo
konstruktoryi.

Sedaj lahko za¢nemo konstruirati mnozico L s konstruktorji, ki jih imamo. Dru-
gega pravila ne moremo uporabiti, saj Se nobenega seznama nimamo, zato pa lahko
uporabimo prvega in dobimo prazen seznam nil(). Na njem lahko uporabimo drugi
konstruktor in tvorimo nove sezname, ki imajo na prvem mestu razli¢na cela Stevila.
Dobimo, da L vsebuje tudi cons(1, nil()), cons(5, nil()) in vse ostale enoelementne se-
zname. Postopek ponovimo, zopet uporabimo drugi konstruktor na novonastalih
seznamih in dobimo na primer seznam cons(4, cons(1, nil())). S ponavljanjem tega
postopka lahko dobimo vsak koncen celoStevilski seznam, neskon¢nih pa ne. Za
lazje pisanje bomo sezname oznacevali kar z nastevanjem elementov v oglatih okle-
pajih, kot je pogosto v navadi, toda zavedamo se, da zapis [a, b, ¢] v resnici pomeni
cons(a, cons(b, cons(c, nil()))). Shemati¢ni prikaz uporabe konstruktorjev pri nasta-
janju seznama [a, b, ¢] si lahko ogledamo na sliki 1.

Na konstruktorje, ki smo jih definirali kot pravila, bolj matemati¢no gledamo kot
na preslikave iz neke mnozice v mnozico seznamov L. Oba konstruktorja za sezname
lahko tako napisemo kot preslikavi:

nil: 1 - L
cons: I x L - L

in ju zdruzimo v eno samo preslikavo (, ki slika iz disjunktne unije 1 in I x L.
C:14+IxL—L
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SLIKA 1. Uporaba konstruktorjev pri nastajanju seznama [a, b, c|.

Mnozica vseh vrednosti tipa list je ravno najmanjSa negibna tocka preslikave (,
tj. taka mnozica X, da velja {(X) = X.

Rekurzivni tipi so lahko zelo zapleteni, kot na primer tip 7', ki ustreza enacbi
T =1+ BT x A4+ T4, za neki mnozici A in B z vsaj dvema elementoma.
Zaradi tega se bomo omejili le na enostavnejSe rekurzivne podatkovne tipe, ki jih
lahko modeliramo Ze z mnozicami, to so tnduktivni in koinduktivni podatkovni tipi.
Tudi za splosne rekurzivne tipe, kot je tip 1" zgoraj, obstaja matemati¢ni model, ki
uporablja topoloske prostore in zvezne preslikave. Ve¢ o tem lahko bralec prebere
v 2, poglavije 7, str. 144].

1.3. Fold. Pomembna operacija na seznamih je fold, reduce ali accumulate, kot se ji
pogosto pravi v programskih jezikih. To je funkcija, ki sprejme seznam s, funkcijo
dveh spremenljivk f in zacetno vrednost acc. Funkcija fold zaporedoma uporabi
f od desne proti levi na s. Na zacetku fold vzame zadnji element seznama in acc
ter ju poda funkciji f in si zapomni izra¢unano vrednost. Na naslednjem koraku
vzame predzadnji element in prej izracunano vrednost, ju zopet poda za argumenta
f in s tem izracuna novo vrednost. Postopek ponavlja, dokler ne akumulira celega
seznama v eno samo vrednost, ki jo tudi vrne kot rezultat. Poglejmo si sploSen in
konkreten primer:

fold([a,b, ¢, d], f, acc) = f(a, f(b, f(c, f(d, acc))))
fold([1,2,3,4,5],—,0)=1—-(2—-(3—(4—(5—-0)))) = 3.

Oglejmo si 8e diagram operacij, ki jih izvede fold([a, b, ¢|, f, acc), prikazan na sliki 2.
Ta diagram in 8e marsikaj drugega si lahko bralec podrobneje pogleda v [§]. Iz

cons f
/N /N
a cons a f
s +— fold(s, f,acc) .
b/ ‘\\cons / \
/N w ]
c nil() c/ }\acc

SLIKA 2. Diagram uporabe funkcije fold( -, f, acc) na seznamu [a, b, c].

slike 2 vidimo, da fold zamenja konstruktorje s svojimi parametri in ohrani strukturo
gnezdenja argumentov. Sledi, da je funkcija fold( -, cons, nil()) identi¢na funkcija
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na mnozici L, namre¢, ¢e konstruktorje zamenjamo same s seboj, nismo nic¢esar
spremenili.

V nadaljevanju dela bomo razvili teorijo v ozadju rekurzivnih podatkovnih tipov
in si ogledali 8e ve¢ primerov. Izpeljali bomo, kako posplositi fold na poljuben
induktivni tip in kako nam to pomaga pri delu z induktivnimi podatkovnimi tipi,
ko jih implementiramo in ko o njih razmisljamo teoreticno. Ogledali si bomo, kako
lahko na induktivnih podatkovnih tipih formaliziramo princip indukcije in rekurzije.
Poleg tega bomo obravnavali tudi dualna pojma koinduktivnih tipov in koindukcije,
ki nam pomagata pri konstrukciji in obravnavi neskonc¢nih struktur, kot so neskon¢ni
seznami in tokovi.

2. NOTACIJA

Skozi celotno delo bomo vse trditve, izreke in primere, ¢e ni drugace navedeno,
interpretirali v kategoriji mnozic, ki jo bomo oznacevali s Set. Produkt objektov A
in B bomo oznacevali z A x B, kanoni¢ni projekciji na komponenti pa s p; in ps.
Koprodukt (v Set je to kar disjunktna unija) bomo pisali z A+ B, kanoni¢ni injekciji
pa bomo oznacevali z ¢; in 1. Produkt morfizmov f in g bomo oznacevali z (f, g),
koprodukt pa z [f, g]. Oznake naravno posplosimo tudi na koné¢no mnogo objektov.
Z 1 bomo oznacevali mnozico z enim elementom, 1 = {()}. Funkcije bomo pogosto
pisali brez dodatnih oklepajev, torej bomo namesto f(x) pisali kar fz. Sintaksa \-
ra¢una nam bo pogosto omogocila enostaven in kompakten zapis anonimnih funkcij.
Funkcijo, ki stevilo preslika v njegov dvakratnik, bomo zapisali z Ax.2x. Pri tem A
oznacuje zacetek anonimne funkcije, kjer nastejemo vse argumente do pike, po piki
pa sledi funkcijski predpis. Funkcijo, ki vrne vsoto kvadratov dveh $tevil, bi napisali
kot A(z,y).2? + y?, funkcijo, ki vrne funkcijo, ki svoj argument poveca za ena, pa z
A Az +1).

3. F-ALGEBRE IN F-KOALGEBRE

V tem razdelku bomo obravnavali matemati¢ni model induktivnih in koinduktiv-
nih podatkovnih tipov kot zacetnih algeber in kon¢nih koalgeber za funktor.

3.1. Algebre, koalgebre in homomorfizmi. Pri motivaciji smo videli, da lahko
konstruktorje za sezname zapiSemo z eno preslikavo (: 1+ [ x L — L. Kodomena
te preslikave je mnozica vrednosti nasSega tipa, domena pa je sestavljena iz vsot in
produktov mnozice L z nekimi drugimi mnozicami. Domeno lahko zapisemo kot
F(L), za funktor F(X) =141 x X, in s to oznako preslikava { postane:

¢: F(L) = L.

Situacijo lahko posplosimo na poljuben endofunktor F' na poljubni kategoriji, kar
nas vodi v definicijo F-algeber.

Definicija 3.1. Naj bo ¥ kategorija in F': ¥ — % endofunktor na €. F-algebra je
par (C, ), kjer je C objekt kategorije € in ¢: F(C) — C morfizem v kategoriji €.
Funktorju F' pravimo signatura F-algebre, objektu C' pa nosilec.

Na funktor F' gledamo kot na predpis oblike operacij, ki jih mora F-algebra imeti.
V izbrani F-algebri (C,¢) morfizem ¢ predstavlja te konkretne operacije, ki jih
lahko izvedemo na elementih mnozice C. Zato ni presenetljivo, da lahko vec¢ino
algebraic¢nih struktur predstavimo kot F-algebre z dodatnimi pogoji, saj so algebra-
icne strukture podane ravno z operacijami na mnozicah. V tem smislu F-algebre
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posplosujejo in zajemajo veliko vecino algebrai¢nih struktur, kot na primer grupe,
kolobarje, module, algebre in monoide.

Primer 3.2. Oglejmo si F-algebre za funktor F(X) = 1+ X + X x X na kategoriji
Set. Funktorje bomo ponavadi eksplicitno definirali samo na objektih, definicijo
na morfizmih pa bomo zamolcali, saj definicija na objektih naravno podaja tudi
definicijo na preslikavah. Zgornji funktor bi preslikavo f preslikal v F(f) = id; +
f+[x[f, torej fizvedemo na vsaki komponenti v produktih in koproduktih posebej,
na morebitnih konstantah pa vzamemo kar identi¢no preslikavo.

Iskane F-algebre za zgornji funktor so pari (C, ¢), kjer je C' poljubna neprazna
mnozica, ¢ pa preslikava ¢: F(C) — C. Ker je vsaka preslikava iz disjunktne unije
sestavljena iz preslikav, ki povedo, kako se obnaSa na vsakem sumandu posebej,
lahko pisemo ¢ = [e, i, m|, kjer so

e:1—>C,
1. C— C,
m:CxC—=C

poljubne preslikave. Mnozico C' si tako lahko predstavljamo kot mnozico, na kateri
imamo definirane tri operacije: dvojisko operacijo m, enisko operacijo ¢ in ni¢-¢leno
operacijo e. Na ni¢-¢leno operacijo lahko gledamo tudi kot na konstanto, saj vedno
slika edini element iz svoje domene v tocno dolo¢en element. Mnozica C' je torej
mnozica z binarno in unarno operacijo ter odlikovano konstanto. Vse te podatke
smo zvedeli samo iz predpisa funktorja F' in v tem smislu signatura dolo¢a obliko
operacij. Ce bi med temi operacijami veljale Se kaksne zveze, ki bi zagotavljale
asociativnost, lastnosti enote in inverza, bi C' lahko postala grupa.

Pogledamo pa lahko tudi obratno. Imejmo na primer kolobar K, ki ima dve
binarni operaciji (mnoZenje in seStevanje), eno unarno operacijo (nasprotni element)
in dve konstanti (enoti za mnoZenje in seStevanje). Na konstanti lahko zopet gledamo
kot na ni¢-¢leni operaciji. Dane operacije so:

+: K x K=K,

K x K — K,

— K — K,

0:1— K,

1:1— K.
Vse si delijo kodomeno K, zato jih lahko s pomocjo koprodukta zdruzimo skupaj v
eno preslikavo k = [0, 1, —, +, -], ki slika iz disjunktne unije njihovih domen v K:

k:l+1+ K+ KxK+KxK— K.

Od tod vidimo, da vsak kolobar K, skupaj s svojimi operacijami s, tvori F-algebro
za funktor F(X) =141+ X+ X+ X x X+ X x X.

V splosni F-algebri operacije ¢ slikajo v nosilec C', kar pomeni, da nam opera-
cija pove, kako iz elementov mnozice sestaviti nove elemente; s pomocjo ¢ imamo
podane nacine, kako sestavimo nove vrednosti iz starih. S programerskega vidika to
pomeni, da smo dobili predpise za konstruiranje novih objektov — konstruktorje za
nas podatkovni tip.

Dualen pojem k F-algebri je F-koalgebra, ki nam podaja nacine, kako dano vre-
dnost razstavimo na eno ali ve¢ vrednosti.

8



Definicija 3.3. Naj bo % kategorija in F': ¥ — % endofunktor na €. F'-koalgebra
je par (P, ), kjer je P objekt kategorije ¢ in m: P — F(P) morfizem v katego-
riji €. Funktorju F kot pri F-algebrah pravimo signatura F-koalgebre, objektu P
pa nostlec.

Primer 3.4. Oglejmo si koalgebre za funktor F(X) = {0,1} x X. F-koalgebre so
pari oblike (S, 0), kjer je o preslikava iz S v {0,1} x S. Za razliko od F-algeber
nam operacije tokrat ne podajajo nacinov, kako narediti elemente S, temveé, kako
jih razstaviti in o njih kaj izvedeti. Za vsak s € S je
o(s) = (b,s),

za enoli¢no dolocena b € {0,1} in s’ € S. Preslikava ¢ nam torej za vsak element s
da neko stevilo b, na katero bomo gledali kot na nekaj, kar smo o s izvedeli ali kot
na del s, ki smo ga opazili. Poleg tega nam o element s preslika tudi v neki nov
element s, na katerega bomo gledali kot na naslednje stanje s. Element s’ lahko
spet preslikamo s o in pridobimo novo opazanje O’ in element s”. S ponavljanjem za
vsak element s € S dobimo neko neskoné¢no zaporedje opazanj iz {0, 1}I. Zgornja
struktura je primer enostavnega sistema, kamor spadajo med drugim tudi determi-
nisti¢ni avtomati. Mnogo ve¢ o teoriji sistemov in njeni povezavi s koalgebrami si
lahko bralec prebere v [5].

Ugotovili smo, da koncept F-algebre posplosuje pojem algebrai¢ne strukture,
vemo pa tudi, da obstajajo med prakticno vsemi algebrai¢nimi strukturami defi-
nirane preslikave, ki spostujejo to strukturo — homomorfizmi. Med F-algebrami
definiramo homomorfizme na naraven nacin, ki se, kot bomo videli, na znanih kon-
kretnih primerih ujemajo z obstojec¢imi definicijami.

Definicija 3.5. Naj bosta (C, ) in (D, ) F-algebri za endofunktor F' na kategoriji
€. Homomorfizem f med (C,¢) in (D, ) je tak morfizem f: C' — D iz €, da velja

fop=1voF(f),

oziroma, da komutira naslednji diagram:

F(C) —= C

D

Zgornjo enakost razumemo kot obi¢ajno definicijo homomorfizma, torej: presli-
kava je homomorfizem, ¢e je vseeno, ali najprej izvedemo operacijo in potem pre-
slikamo rezultat ali pa najprej preslikamo elemente in potem izvedemo ustrezno
operacijo na njihovih slikah.

Opomba 3.6. V definiciji vidimo, da morata imeti oba objekta C' in D enako
signaturo. To je smiselno, saj tudi obic¢ajno gledamo homomorfizme le med objekti
istega tipa, torej iz grupe v grupo, ali iz modula v modul, ne pa npr. iz vektorskega
prostora v kolobar.

Primer 3.7. Poglejmo si v jeziku F-algeber primer znanega homomorfizma med
realnimi Stevili za seStevanje (R,+) in realnimi Stevili za mnozenje (R,-). Obe
strukturi sta F-algebri za funktor F'(X) = X x X. Za homomorfizem f vzemimo
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f(z) = €® in z diagramom preverimo, da ustreza tudi definiciji homomorfizma med
F-algebrama.

_l’_

R xR R (z,) x4y
F(f) f exp X exp exp
R x R — R (€%, €Y) — > % - e¥ = e +Y

Desni diagram komutira, torej je f res homomorfizem med F-algebrama (R, +) in
(Rv )

Dualno definiramo homomorfizme med F-koalgebrami.

Definicija 3.8. Naj bosta (P, 7) in (Q, ) F-koalgebri. Homomorfizem k med (P, )
in (@, ) je tak morfizem k: P — @ iz €, da velja

Yok =F(k)om,

oziroma, da komutira naslednji diagram:

P =~ F(P)

Primer 3.9. Poglejmo si primer koalgebre, ki se navezuje na analizo. Definirajmo
homomorfizem med realno analiti¢nimi funkcijami in realnimi zaporedji. Obe ko-
algebrai¢ni strukturi bomo definirali za funktor F'(X) = R x X. Mnozico realno
analiti¢nih funkcij v okolici 0 oznacimo s C¥(R). Opremimo jo z operacijo p, ki
funkcijo preslika v njeno vrednost v tocki 0 in njen odvod.

p: CY(R) - R x C*(R)

p(f) = (£(0), 1)

Podobno na mnozici RY definiramo operacijo 7, ki zaporedje razstavi na prvi element
in z indeksom pomnozen preostanek.

7 RY 5 R x RY
7((ai)iZo) = (ao, (i - a;)i2;)

S tema operacijama obe mnozici postaneta koalgebri za F'.
Preslikava T', ki preslika funkcijo f v zaporedje koeficientov v njenem Taylorjevem

razvoju v okolici 0:
OIS
)= (52)
i=0

7!
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je homomorfizem med danima koalgebrama. Narisimo si diagram, ki mu mora ustre-
zati T

f ’ (£(0), f)
T idrxT
(), —— (o (52) )

in preverimo, da komutira. Da Zelena enakost drzi na prvi komponenti, je razvidno
neposredno iz definicij, za drugo komponento pa izracunajmo:

o= () - (5 - (5L - (50,

kar dokon¢no pokaze, da diagram res komutira in da je T homomorfizem.

3.2. Kategoriji F-algeber in F'-koalgeber. V prejsnjem razdelku smo defini-
rali F-algebre in homomorfizme med njimi. Pokazali bomo, da F-algebre skupaj
s homomorfizmi med njimi tvorijo kategorijo, ki nam bo prisla prav v kasnejsih
definicijah.

Definicija 3.10. Naj bo dan endofunktor F' na kategoriji €. Definiramo kategorijo
F-algeber Alg(F') nad €:

objekti: F-algebre, to so pari (C, ), pri ¢emer je ¢: F(C) — C,

morfizmi: homomorfizmi med F-algebrami,

kompozitum: enak kot v kategoriji €,

enota: enotski morfizem na (C, ) je idc, enotski morfizem na C' iz katego-

rije €.

Trditev 3.11. Za Alg(F) veljajo aksiomi kategorije.

Dokaz. Pokazati je potrebno, da je kompozitum dobro definiran in da obstaja enotski
morfizem za vsak objekt (C, ¢).

Najprej pokazimo, da je kompozitum dveh morfizmov spet morfizem. Vzemimo
tri F-algebre (C,¢), (D,v) in (E,x) ter homomorfizma f in g, kot kaZze spodnji
levi diagram. Zelimo pokazati, da za g o f komutira spodnji desni diagram, ki po
definiciji pomeni, da je g o f homomorfizem med (C, ¢) in (E, ).

F(C)—2 C

E(f) ! F(C)—= C
P ?
F(g)oF(f) | F(D) D |gof = F(gof) gof
F(g) g F(E) —2 E
F(E) —2> E

Kompozitum g o f je res morfizem med objektoma C' in E, saj je kompozitum o
enak kot v . Da bo to tudi morfizem med F-algebrama (C, ) in (£, x) moramo
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preveriti, da komutira najvecji kvadrat levega diagrama. To drzi, saj komutirata oba
manjsa kvadrata. Ker je F' funktor, velja e F/(g) o F'(f) = F(go f), torej je go f
res homomorfizem med danima F-algebrama in zapisan desni diagram je smiseln in
komutira.

Pokazimo $e, da je ide identi¢ni morfizem za objekt (C| ). Poglejmo si diagrama
za komponiranje z leve in z desne s poljubnim morfizmom, s katerim je mogoce
komponirati.

Flide)oF(f) | F(C) —~ C  |ideor F(g)oF(ide) | F(C) — C | goide

F(idc) idc F(g) g

F(C)—= C F(B) —= B

Po zgoraj pokazanem vemo, da sta id¢ o f in g o ide morfizma. V levem diagramu
velja idg o f = f, saj je id¢ identi¢ni morfizem v €. Z istim argumentom v desnem
diagramu velja goide = ¢. Torej je ide enotski morfizem in Alg(f) je kategorija. [

Na dualen nacin definiramo kategorijo F-koalgeber.

Definicija 3.12. Naj bo dan endofunktor F' na kategoriji €. Definiramo kategorijo
F-koalgeber CoAlg(F') nad €

objekti: F-koalgebre, to so pari (P, 7), pri ¢emer je nm: P — F(P),
morfizmi: homomorfizmi med F-koalgebrami,
kompozitum: enak kot v kategoriji &,
enota: enotski morfizem na (P, 7) je idp, enotski morfizem na P iz katego-
rije €.
Trditev 3.13. Za CoAlg(F) veljajo aksiomi kategorije.
Dokaz. Analogno kot dokaz trditve 3.11 (aksiomi za Alg(F)). O

3.3. Zacetne algebre in konc¢ne koalgebre. Zacetne algebre in konc¢ne koalgebre
so pomembne, saj so ravno to objekti, s katerimi bomo modelirali podatkovne tipe.

Definicija 3.14. F-algebra (M, u) je zacetna F-algebra, ¢e je zacetni objekt v ka-
tegoriji Alg(F). To pomeni, da za vsako F-algebro (C, ¢) obstaja natanko en mor-
fizem (p): M — C, tako da komutira naslednji diagram:
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oziroma ekvivalentno, da zadosca lastnosti

fon=9oF(f) < f= (.
Enoli¢nemu homomorfizmu (p)): (M, u) — (C,¢) pravimo katamorfizem.
Zatetni objekt ne obstaja nujno (glej primer 3.18). Obstoj je zagotovljen, ¢e je
funktor F' polinomski, glej izrek 5.1.
Dualno k zacetnim algebram definiramo kon¢ne koalgebre.

Definicija 3.15. F-koalgebra (N,v) je koncéna F-koalgebra, ¢e je kon¢ni objekt v
kategoriji CoAlg(F'). To pomeni, da za vsako F-koalgebro (P, ) obstaja natanko
en morfizem [7]: P — N, tako da komutira naslednji diagram:

P il F(P)

[~] F[r]

N Y~ F(N)
oziroma ekvivalentno, da zadosca lastnosti
vok=F(k)or < k=n].
Enoli¢ni homomorfizem [#]: (P,7) — (N,v) imenujemo anamorfizem.
Kako z zaCetnimi algebrami in kon¢nimi koalgebrami modeliramo podatkovne

tipe, bomo obravnavali kasneje, v razdelku 4. Zaenkrat samo povejmo izrek, ki ga
bomo kasneje uporabili pri utemeljevanju nasega modela.

Izrek 3.16 (Lambekova lema). Naj bo (M, 1) zacetna algebra za funktor F. Potem
je w 1zomorfizem v Set z inverzom

pot = (F(p).

Opomba 3.17. Izrek pove, da je F'(M) izomorfen M, torej da je M negibna tocka
funktorja F', tj. reSitev enacbe F'(X) = X.

Dokaz. Pokazati Zelimo, da je po (F(p)) = ida in (F(w)) o p = idpn.
Oglejmo si diagram, v katerem nastopa (F(u)). Ker Zelimo opazovati kompozitum
(F(w)) o p, dopisimo Se eno vrstico, ki omogo¢i njegovo obravnavo.

F(M) M
\
FE() | Fe|
~. dp(ar) \
e \
F(F(M)) — =5 F(M) Hi=idu
/
F(u) wlo )
/
u y
F(M) M

Crtkana puscica je po definiciji enaka (u)), enolicnemu homomorfizmu iz zacetnega
objekta (M, u) v F-algebro (M, p). Toda morfizem iz M v M je tudi idy, in zaradi
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enoli¢nosti morata biti ta dva morfizma enaka. Po drugi strani je zaradi komutativ-
nosti diagrama ta puscica enaka p o (F'(u)) in zopet zaradi enoli¢nosti morfizma iz
zacetne algebre velja

o (F(w) = idyy,

s ¢imer smo pokazali polovico nasega izreka. 5

Za drugo polovico si oglejmo zgornji kvadrat. Zelimo izracunati kompozitum
(EF(p)) o p. Tega direktno ne znamo, zato se odpravimo po drugi strani diagrama,
po pikcasti puscici. Izra¢unamo

(E(p)) op=F(u)o F(F(n)) — diagram komutira
= F(uo(F(p)) — F je funktor
= F(idy) — po prej dokazanem
= idpn). — F' je funktor Ol

Primer 3.18. Funktor poten¢ne mnozice P: Set — Set nima zacetne algebre.
Obstoj zacetne algebre (M, u) za P bi po Lambekovi lemi namre¢ pomenil, da
obstaja bijekcija p : P(M) — M za neko mnozico M, toda po Cantorjevem izreku
vemo, da taka bijekcija ne more obstajati.

Za koalgebre velja dualna verzija Lambekove leme, ki podobno trdi, da je nosilec
konéne koalgebre negibna tocka funktorja.

Izrek 3.19. Naj bo (N, v) konéna koalgebra za funktor F. Potem je v izomorfizem
v Set z inverzom

vt = [F)].

Dokaz. Dokaz poteka podobno kot dokaz Lambekove leme 3.16, zato ne bomo izdelali
vseh podrobnosti. Dokazati zelimo, da je [F(v)] levi in desni inverz v. Morfizem

[F(v)]: F(N) - N
ima pravilno domeno in kodomeno. Za levi inverz izra¢unamo:
[F()]ov =[v] =idy,

za desni inverz pa:

vol[F(v)] = F([F(v)])o F(v) — diagram komutira, F' je funktor
= F([F(v)]ov) — po prej dokazanem
= F(idy) — F je funktor
= idrw).- O

4. INDUKTIVNI IN KOINDUKTIVNI TIPI

Podatkovne tipe bomo modelirali s pomocjo F-algeber in F-koalgeber. Najprej si
poglejmo bolj znane induktivne tipe. Pri takih imamo podane konstruktorje, nacine,
kako tip zgraditi, zato jih bomo modelirali s F-algebrami.
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4.1. Induktivni tipi. Pri motivaciji smo videli, kako definiramo tip z mnozico vre-
dnosti T" tako, da podamo vse mozne nacine, kako konstruirati vrednost tipa. Tipom,
za katere je to mogoce, bomo rekli induktivni podatkovni tipi. Vsi konstruktorji vsa-
kega induktivnega podatkovnega tipa slikajo v mnozico T, zato jih lahko zdruzimo
v eno funkcijo ¢, ki slika iz F/(T') v T', za ustrezno izbrani funktor F'. Par (T, ) tako
postane ['-algebra. Ce zelimo, da mnozica T predstavlja mnozico vrednosti tipa,
mora biti zaprta za konstruktorje, vsak njen element pa je mozno dobiti z uporabo
konstruktorjev na ni¢ ali ve¢ drugih elementih. Poleg tega je smiselno predpostaviti,
da so konstruktorji injektivni: ob njihovi uporabi z razli¢nimi argumenti namrec Ze-
limo dobiti razli¢ne rezultate, ne zelimo, da med vrednostmi veljajo kaksne dodatne
vezi ali enacbe.

Sledi, da za F-algebro (T, ¢), ki je model podatkovnega tipa, Zelimo, da je funkcija
¢ bijektivna in posledi¢no, da iskana mnozica T' resi enacbo F(T') = T. Ta enacba
ima v splosnem veliko resitev, toda, ker Zelimo, da tip zavzame le vrednosti, ki
jih lahko dobimo z uporabo konstruktorjev, is¢emo najmanjSo mnozico T', ki resi
to enacbo. Po Lambekovi lemi 3.16 vemo, da so zacCetne algebre negibne tocke
funktorja, pokazali pa bomo tudi, da so minimalne (trditev 6.8), torej so res primeren
model za podatkovne tipe.

4.1.1. Naravna $tevila. Naravna $tevila! N = {0,1,2,3,...} definiramo s pomo¢jo
opazke, da je naravno Stevilo bodisi enako 0, bodisi je naslednik nekega naravnega
Stevila. S pomocjo tega lahko definiramo dva konstruktorja; enega, ki vrne konstanto
0, in drugega, ki sprejme naravno Stevilo in vrne njegovega naslednika.

zero: 1 - N succ: N —- N

zero() =0 succ(n) =n+1

Zdruzimo funkciji v eno funkcijo v = [zero, succ]: 1+N — N. Par (N, v) je F-algebra
za funktor F'(X) = 1+ X. Res, 7 namrec slika iz F(N) v N, kar ustreza definiciji
F-algebre.

Se ve¢, (N, ) je zacetna F-algebra, kot tudi pricakujemo, saj modelira induktivni
podatkovni tip.

Trditev 4.1. F-algebra (N,~) je zacetni objekt v kategoriji Alg(F).

Dokaz. Pokazimo za¢etnost po definiciji. Vzemimo poljubno drugo F-algebro (C, ¢)
in pokazimo, da obstaja natanko en homomorfizem f: (N,v) — (C, ). Pokazimo
najprej enolicnost. Vsaka preslikava iz koprodukta je nastala iz dveh preslikav, torej
lahko ¢ razbijemo na ¢ = [¢, h], kjer je ¢ konstanta, h pa neka funkcija na C.

c:1—=C h:C—=C

() = co

L'V mnozico naravnih $tevil bomo vkljuéili tudi 0, kot je v navadi pri teoriji mnozic in
rac¢unalnistvu.
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Ce zelimo, da je f homomorfizem, mora diagram

[zero,succ]

1+N N

|

| |
idi+f | ' f
| |

% o ¥
1ve—1 ¢

komutirati. Na diagramu zgoraj smo z id; + f oznaéili funkcijo F'(f), ki je definirana
na vsaki komponenti disjunktne unije posebej. Za vsako mnozico v disjunktni uniji
zgoraj levo v diagramu posebej napisimo pogoj za komutativnost:

f(zero()) = c(ida()),

Vn e N:  f(succ(n)) = h(f(n)),
ki ga lahko delno poenostavimo v
f(0) = co,
VneN: f(n+1)=h(f(n)).
Z zaporednim vstavljanjem n = 0,1, ... v drugo enac¢bo dobimo:
n=0: f(1) = h(f(0)) = h(co)
n=1: f(2) = h(f(1)) = h(h(co))
n=n-1; Fn) = h(f(n — 1)) = h(h" " (co)) = A" (co).

Izracunali smo torej, da ¢e tak f obstaja, mora veljati f(n) = h™(c()). Ker tak-
Sna preslikava tudi obstaja in ustreza ena¢bam za komutativnost, je to na$ iskani
homomorfizem f. 0

Intuitivno bi resitev nasli veliko enostavneje. Poglejmo si na primer Stevilo 4 =
succ(succ(succ(succ(zero())))). Homomorfizem bo, podobno kot pri seznamih, le
zamenjal konstruktorje z drugimi funkcijami, torej lahko uganemo, da se 4 s f
preslika v f(4) = h(h(h(h(c())))). S tem vidimo, da se preslikava, ki f priredi (f),
obnaSa pri naravnih Stevilih podobno, kot se fold obnasa pri seznamih. Vidimo, da
na primeru naravnih Stevil katamorfizmi res posplosujejo fold na drug podatkovni
tip.

Ugotovili smo, da ¢e Zelimo definirati funkcijo na naravnih stevilih, moramo samo
povedati, kam naj se preslika 0 in kako neko vrednost prevedemo na naslednjo. S
tem je funkcija f enolicno dolo¢ena za vsa naravna Stevila. Rekli bomo, da smo
funkcijo f definirali rekurzivno. Drugace povedano, za definicijo funkcije na N je
dovolj predpisati, s ¢im zamenjamo vsakega izmed konstruktorjev.

Primer 4.2. Poglejmo si homomorfizme iz (N,v) v ({0,1}, ) za razli¢ne izbire
funkcije . Vsaka funkcija porodi homomorfizem (p)), za katerega spodnji diagram
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komutira.

[zero,succ]

1+ N————=N
id1 +(e) ()

1+{0,1} ———{0,1}

Funkcija ¢ = [c, h] je sestavljena iz konstante ¢ in neke funkcije A na mnozici {0, 1}.
Za konstanto ¢ vzemimo 0 in obravnavajmo vse Stiri mozne funkcije hy, ho, hs, hy
in njihove pripadajoce funkcije 1, @2, @3, ©4.
(1) ha(z) =1
Vemo, da (p1) ravno zamenja konstruktorje, iz katerih je nastalo Stevilo, s
primernimi komponentami funkcije ¢, kar s pridom uporabimo v ra¢unu.

0; n=0
1, n>1

Y

(1) (n) = (1) (succ™(zero())) = h¥(c()) = h?(0) = {

Dobili smo funkcijo, ki preveri, ali je dano naravno stevilo nenicelno.
(2) ho(z)=1—2x
Racunajmo podobno kot pri prejSnjem primeru:

0; n sod

(22D (1) = (2] (succ™(zero())) = hi(c()) = h5(0) = {1- n lih

Zadnja enakost drzi, saj hf zaporedoma spreminja 0 v 1in 1 v 0. Zamenjava
se zgodi natanko n-krat, pri ¢emer smo zaceli z 0. Dobili smo funkcijo, ki
preveri, ali je dano Stevilo liho.

(3) h3(x) =0, ha(z) =
Za obe funkciji lahko naredimo enak racun.

(03D (1) = (ipab(succ™(zero())) = hz(c()) = hz(0)
(pah () = (ipab(succ™(zero())) = hi(c()) = hi(0)

Obakrat dobimo nic¢elni homomorfizem.

0
0

Ce bi konstanto ¢ iz 0 spremenili v 1, bi po vrsti dobili: funkcijo, ki vse slika v 1,
funkcijo, ki preveri, ali je Stevilo sodo, funkcijo, ki preveri, ali je Stevilo enako 0, in
Se enkrat funkcijo, ki vse slika v 1.

Poskusimo sedaj konstruirati operaciji seStevanja in mnozenja na naravnih stevi-
lih. Razmigljamo podobno kot pri operaciji fold na seznamih in funkciji definiramo
rekurzivno. Predpisati zelimo, kaj se naj zgodi z 0 (s ¢im zamenjamo konstruktor
zero) in kako neko vrednost prevesti na naslednjo (s ¢im zamenjamo konstruktor
succ). Inducirani homomorfizem bo tako postal ravno operacija, ki jo Zelimo. Pri
seStevanju Stevil m in n zelimo zaceti z n in potem m-krat pristeti 1, pri mnozenju
pa Zelimo zaceti z 0 in m-krat pristeti n.

add(m,n) = ([Az.n, succl)(m)
mul(m,n) = ([Az.0, \z.add(x, n)])(m)

Definirajmo Se funkcijo predhodnik, ki bo konstruktorju inverzna operacija ozi-
roma destruktor. Operacijo definiramo na standarden nacin, predhodnik stevila n
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je n — 1, stevilo 0, ki nima predhodnika, pa preslikamo v (). Z lahkoto preverimo,
da je ta funkcija res inverzna funkcija funkciji .

pred: N — 1+ N
pred(n) = {Ll(); n=0

tpln—1); n>1

Z 11 in 15 smo oznacili injekciji v koprodukt, v katerega slika funkcija pred. Sedaj
zelimo pred definirati rekurzivno. Po Lambekovi lemi vemo, da je to mozno in kakSen
je predpis zanjo. Vendar pa jo poskusimo skonstruirati, kot da tega ne bi vedeli.
Najdimo tak homomorfizem ¢ = [c, h], ki slika v 1+ N, da bo () enak funkciji pred.
Funkcija ¢ opremi 1 + N s strukturo F-algebre:

p:1+1+N—=1+N

c:1—-1+N

h:1+N—=1+N.

Iz dokaza trditve 4.1, da je (N, ) zaetna algebra, vemo, da lahko (4] zapisemo kot
() (n) = h"™(e()). Izracunajmo (¢) na nekaj prvih naravnih Stevilih.

1 () = pred(0) = () (0) = (),

torej mora biti ¢ enak +;. Predhodnik 2 je 1 in predhodnik 1 je 0, zato nastavimo
12(0) = pred(1) = (@) (1) = h(c()) = h(a()),
12(1) = pred(2) = (¢)(2) = h*(c()) = h(z2(0)).

Podobno bi izrac¢unali za ostala stevila in dobili enacbe za h:

h(11() = 12(0)
h(12(0)) = 12(1)
h(12(1)) = 12(2)

Funkcija s takim predpisom kot h zgoraj je natanko konstruktor za naravna Stevila,
komponiran s kanoni¢no injekcijo. Izracunali smo ¢ = ¢; in h = 13 o 7y, torej lahko
zapisemo ¢ = [11, 19 0] = id; 4+ 7 in velja

pred = (id; + 1) = (F (7)),

kar je natanko enako predpisu iz Lambekove leme.

4.1.2. Seznami. Na sezname rekurzivno pogledamo tako: seznam je bodisi prazen
bodisi sestavljen iz prvega elementa in seznama. To nam podaja dva Ze znana nacina
za ustvarjanje seznamov: prvi naredi prazen seznam, drugi pa sprejme seznam in
element neke mnozice A ter vrne seznam s tem elementom na zacetku. Oznacimo
z L, mnoZzico vseh seznamov z elementi iz A in zapiSimo oba konstruktorja kot
preslikavi:

nil: 1 — Ly, cons: A x Ly — Ly.

Podatkovni tip seznamov na neki mnozici A lahko tako modeliramo kot Fj-algebro
za funktor F4(X) =14 A x X. Res, ko konstruktorja s pomocjo disjunktne unije
zdruzimo v eno preslikavo ¢ = [nil, cons|, postane par (L4, () Fs-algebra. Pri tem
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je A prost parameter, ki je lahko poljubna neprazna mnozica. Matemati¢no korek-
tno definicijo tipov s parametri lahko naredimo s pomocjo bifunktorjev, kot je to
pokazano v [6, str. 21].

Trditev 4.3. Par (La,() je zacetna Fy-algebra za Fy(X) =1+ A x X.

Dokaz. Vemo ze, da je to Fy-algebra. Za dokaz zacetnosti bomo postopali podobno
kot pri naravnih Stevilih. Vzemimo poljubno Fj-algebro (C,¢). Pisimo ¢ = [c, hl.
Iz uvoda (glej sliko 2) in analogije z naravnimi $tevili lahko uganemo, da bo homo-
morfizem dan s preslikavo s — fold(s, h,c). Pokazimo, da je to tudi edini mozen
homomorfizem. Ce zelimo, da je f homomorfizem, mora komutirati naslednji dia-
gram:

[nil,cons]

14+AX Ly Ly
| |
| |
id1+(idA><f)| | f
| |
v . v
14 Ax C

Na diagramu smo s funktorjem F kot obicajno f preslikali v id;+(id4 x f). ZapiSimo
enacbe za komutativnost diagrama za vsako mnozico v disjunktni uniji.

(list-1) f(nil()) = ¢(id1())
(list-2) f(cons(a, s)) = h(ida(a), f(s))

Funkcija f je z zgornjima ena¢bama enoli¢no dolo¢ena. Dokazimo to z indukcijo po
dolzini seznama. Za prazne sezname to drzi neposredno iz enacbe (list-1). Predpo-
stavimo, da to velja za sezname dolzine n in dokazujmo za sezname dolzine n + 1.
Vzemimo poljuben seznam s dolzine n 4+ 1. Gotovo ima vsaj en element in ga lahko
zapiSemo v obliki s = cons(a, s’) za neka a € Ain s € L4. Po enacbi (list-2) velja:

f(s) = f(cons(a,s')) = h(a, f(5)).

Desna stran enakosti je po indukcijski predpostavki enoliéno dolo¢ena. Torej mora

biti f enak fold( -, h,c). O

Primer 4.4. Napisimo tri rekurzivno definirane funkcije za delo s seznami. Najprej
napisimo funkcijo, ki izra¢una dolzino seznama.

length: Ly — N

Razmislimo induktivno: dolZina praznega seznama je enaka 0, dolzina nepraznega
pa je za ena veCja kot dolzina tega seznama brez prvega elementa. Definiramo torej:

length(s) = ([zero, A\(a,n).succ(n)])(s).
Zgornjo definicijo lahko ekvivalentno napisemo z uporabo funkcije fold:
length(s) = fold(s, A(a,n).succ(n),0).

Vemo, da fold zamenja konstruktorje s svojimi argumenti; nil smo zamenjali z 0,
cons pa s funkcijo “+1”. Jasno je, da bo rezultat ravno dolzina seznama. Poglejmo
si 8e primer uporabe te funkcije na seznamu [a, b, ¢] po pravilih za homomorfizme,
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kjer za c in h vstavimo zero in A(a, n).succ(n).

length([a, b, ¢]) = length(cons(a, cons(b, cons(c, nil())))) — definicija [a, b, ¢]
= succ(length(cons(b, cons(c, nil())))) — uporabimo (list-2)
= succ(succ(length(cons(c, nil())))) — uporabimo (list-2)
= succ(succ(succ(length(nil())))) — uporabimo (list-2)
= succ(succ(succ(0))) — uporabimo (list-1)

=3 — konstruktorji za N

Podobno definiramo funkcijo sum: Ly — N, sum = ([zero, add]). Intuitivno je
njena pravilnost jasna: k vsoti dodajamo element po element, pri ¢emer smo zaceli
z 0. Pravilnost hitro opazimo tudi na primeru iz slike 3, kjer smo za boljso intuicijo
zero nadomestili z 0 in add s +.

/cons N
\cons / \
sum([1,2,3]) = sum / \ = / \ =1+2+3+0=6
cons
/ N 7\
nil() 3 0

SLIKA 3. Diagram uporabe funkcije sum na seznamu [1, 2, 3].

Napisimo Se funkcijo map(f): La — Lp, ki sprejme seznam iz L, ter uporabi
funkcijo f: A — B na vsakem elementu seznama, kar nam da seznam iz Lg.

map(f)(la, b, c]) = [f(a), f(b), f(c)]

Funkcijo map(f) lahko na seznamih definiramo z naslednjim predpisom:

map(f)(s) = ([nil, A(a, ).cons(f(a), )])(s)
= ([nil,cons o (f xidp,)])(s).

Ce bi pri definiciji seznama vzeli enojec 1 za mnoZico A, bi Fy-algebra (L4, ()
postala izomorfna naravnim Stevilom. Izomorfizem bi bil dan s funkcijo length iz
primera 4.4.

S tem smo obravnavo induktivnih tipov zakljucili, ¢eprav jih obstaja Se mnogo,
na primer razlicna drevesa, besede nad abecedo, sintakti¢ni izrazi. Za ve¢ primerov
glej na primer [6, str. 18]. Dualen koncept k induktivnim tipom so koinduktivni tipi,
ki jim bomo posvetili naslednji razdelek.

4.2. Koinduktivni tipi. Dostikrat se v funkcijskem programiranju srecamo tudi z
neskon¢nimi podatkovnimi tipi, neskon¢nimi seznami, drevesi. Takih podatkovnih
tipov z zacetnimi algebrami ne moremo modelirati, saj ob izvedbi kon¢no mnogo
konstruktorjev ne moremo dobiti neskon¢nega tipa. Zato ni naravno podati nacinov,
kako jih zgradimo, ampak kako jih razstavimo. Pravimo, da podamo destruktorje,
tj. nacine, kako vrednost naSega tipa razstavimo na ve¢ vrednosti. Tipom, ki jih
definiramo na tak nacin, pravimo koinduktivni tips.
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4.2.1. Tokovi. Poglejmo si zgornje ugotovitve na primeru tokov, tj. neskonc¢nih zapo-
redij elementov iz neke mnozice A. Podatkovni tip, ki predstavlja tokove, oznacimo
s stream. Vsak tok je sestavljen iz prvega elementa, recimo mu glava, in preostanka,
recimo mu rep. Preostanek je zopet objekt tipa stream. Glavo lahko toku odstra-
nimo poljubno mnogokrat, pa bo rep Se vedno ostal tok (ne bo ga zmanjkalo, kot bi
na primer seznama), saj je neskon¢en. Mnozica vrednosti tipa stream je torej tista
mnozica zaporedij, ki se ne spremeni, ¢e vsakemu zaporedju iz te mnozice z zacetka
odstranimo en element. Ce mnozico vrednosti tipa stream nad mnozico A ozna¢imo
s S4, potem S, ustreza mnozi¢no-teoreticni enachi

SAgAXSA,

ki je zgolj matemati¢ni zapis zgornjega razmisleka o odstranjevanju elementov. Re-
Sitev te enacbe je tudi S4 = (), vendar to ni reSitev, ki jo i¢emo. MnozZica, ki
predstavlja vrednosti tipa stream, je najvecja resitev take enacbe.

Postavimo zgornja opazanja v korekten matemati¢ni okvir. Destruktorja, ki iz
toka izluscita glavo ali rep, definiramo kot preslikavi iz mnozice S4:

head: Sy — A,
tail: Sq — Sa.

Funkciji imata enako domeno, zato ju lahko zdruzimo v eno preslikavo, ki slika v
kartezi¢ni produkt in dani tok razstavi na glavo in rep.

(head, tail): Sy — A x S4

Preslikava ¢ = (head, tail) z mnozico Ss tvori Fj-koalgebro za funktor Fy(X) =
A x X saj slika iz Sq v Fa(S4).

S pomocjo teh dveh destruktorjev lahko hitro dobimo posamezne elemente toka.
Nicti element dobimo kar s funkcijo head, ¢e pa zelimo sploSen, n-ti element, moramo
samo prej odstraniti prvih n elementov in potem pogledati glavo. Funkcija, ki stori
ravno to, je head o tail".

Zgornja Fj-koalgebra modelira koinduktivni podatkovni tip stream, tako da ni
presenecenje, da je to kon¢na Fj-koalgebra. Mnozica A je podobno kot pri seznamih
parameter in je lahko kakrsnakoli neprazna mnozica.

Trditev 4.5. Fy-koalgebra (Sa,0) je koncni objekt v kategoriji CoAlg(Fy).

Dokaz. Pokazimo konénost po definiciji. Vzemimo poljubno Fjy-koalgebro (P, 7) in
pokazimo, da obstaja natanko en homomorfizem f: (P, 7) — (S4,0), predstavljen
s ¢rtkano pusico na spodnjem diagramu.

P AxP
|
| I
¥ idax s
| |
\ head, tail ¥
S, MR 4 S,

Vsaka preslikava v produkt je podana kot produkt dveh preslikav, zato lahko zapi-
Semo m = (¢, h), kjer je c: P — Ain h: P — P. Ce zelimo, da je f homomorfizem,
mora zgornji diagram komutirati, torej mora veljati

(stream-1) head o f =id4 o ¢,
(stream-2) tailo f = foh.
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Poglejmo, kako izgleda n-ti element slike f. Izracunamo

head(tail™(f(p))) = head(tail ' (f(h(p)))) = - - - — po (stream-2)
= head(f(h"(p))) — po (stream-1)
= ida(c(h"(p)))
= c(h"(p))

Celoten tok f(p) je torej enak:

f(p) = (c(p), c(h(p)), c(h(h(p))), - - .).

7 zgornjo enakostjo je vsak element slike f dolocen, torej tak f obstaja. Ce zelimo,
da diagram komutira, smo prisiljeni izbrati izracunano funkcijo, torej je f enoli¢no
doloc¢ena in lahko zapisemo f = [{(c, h)]. O

Iz zgornjega dokaza vidimo, da homomorfizmi, podobno kot pri F-algebrah, samo
zamenjajo destruktorje dane koalgebre z destruktorji za stream. Zaradi tega funk-
cije, ki slikajo v Sy, lazje definiramo tako, da povemo, kaksni naj bodo destruktorji
objektov od koder slikamo, in nato funkcijo definiramo posredno, s pomocjo dejstva,
da je (S4,0) kon¢na Fj-koalgebra.

Pokazimo to na primeru. NapiSimo funkcijo iterate, ki sprejme funkcijo f: A — A
in vrne funkcijo, ki za dano zacetno vrednost naredi tok zaporedne uporabe f na
zacCetni vrednosti.

iterate(f): A — Sa
iterate(f)(a) = (a, f(a), f(f(a)),...)

Vidimo, da je glava rezultata enaka a, rep pa je enak, kot ¢e bi poklicali funkcijo
iterate(f) z argumentom f(a). Funkcija iterate(f) torej ustreza enacbama
head o iterate(f) = id 4,
tail o iterate(f) = iterate(f) o f,

. ida, .
kar sta ravno enacbi za homomorfizem med koalgebrama A <A—f>> AXx A in

head, tail . . .
S thead tail A x Sy. Zaradi enoli¢nosti homomorfizma v konéno algebro (S4, )
je iterate(f) torej enak [(ida, f)]. Ce za mnozico A vzamemo kar naravna Stevila,
potem lahko s pomocjo iterate ustvarimo tok naravnih Stevil.

[(idy, succ)](0) = iterate(succ)(0) = (0,1,2,3,...)

4.2.2. Konaravna Stevila. Oglejmo si 8e konéno koalgebro za funktor F(X) = 1+ X.
Vemo, da so zacetna algebra za F' naravna Stevila s konstruktorjema zero in succ. V
razdelku 4.1.1 smo definirali funkcijo pred: N — 14N, ki je bila inverz konstruktorjev
za N. Par (N, pred) je koalgebra za funktor F', toda ta koalgebra ni konéna.

Trditev 4.6. F-koalgebra (N, pred) ni koncna koalgebra za funktor F(X) =1+ X.

Dokaz. Zados¢a najti neko F-koalgebro (C, ), da ne obstaja natanko en homomor-
fizem med (C,¢) in (N, pred). Nasli bomo primer, ko homomorfizma sploh ni, od
koder sledi, da (N, pred) ni konéna.
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Vzemimo za C' = N in ¢ = 1y, torej kar vlozitev naravnih $tevil v F(N) in
poskusimo najti Zeleni homomorfizem f. Zanj bi moral komutirati diagram

N 2 _1+N

f 1+f

N—" 14N
Z diagrama preberemo, da mora za f veljati F'(f)(to(n)) = pred(f(n)) za vsak
naraven n. Enakost malo poenostavimo, saj je F'(f) na drugi komponenti kar f,
in dobimo f(n) = pred(f(n)). Slika vsakega naravnega Stevila s f mora biti tako
Stevilo, ki je predhodnik samemu sebi. Toda takega naravnega Stevila ni in (N, pred)
ni kon¢na F-koalgebra. 0

Problem iz prejsnje trditve resimo tako, da dodamo naravnim Stevilom Se en
element, recimo mu oo, ki je predhodnik samega sebe. Tako dobimo konaravna
stevila Ny, = NU {oo} opremljena s funkcijo predhodnika

pred: N, — 1 + N,

pred(0) = v (),

pred(n) = ta(n — 1), n € N\ {0},
pred(00) = t9(00),

ki pa so koncna koalgebra. Podajmo samo neformalno utemeljitev tega dejstva, kjer
si pomagamo z intuicijo, da homomorfizem samo zamenja destruktorje ene koalgebre
z destruktorji druge.

Naj bo (P,7) neka koalgebra za F. I8¢emo homomorfizem f med (P,7) in
(Ny, pred). Obravnavajmo dve moZnosti. Za p € P se lahko zgodi, da obstaja
i, tako da je m'(p) = 11(). Tak element p moramo s f preslikati v tisto Stevilo
n € Ny, da velja pred’(n) = 1,(), torej n = i — 1. Lahko pa tak 7 ne obstaja; v tem
primeru moramo postaviti f(p) = co. S tem je preslikava f doloc¢ena in ¢e Zelimo,
da bo homomorfizem, smo prisiljeni izbrati to definicijo.

Iskani f iz trditve 4.6, kjer bi namesto naravnih vzeli konaravna stevila, bi bil kar
konstantna funkcija f(n) = oo, za vsak n € N,.

5. EKSISTENCNI IZREK

Kot vemo, v splosni kategoriji ni nujno, da zacetni objekt obstaja. V kategoriji
F-algeber velja enako, kot smo pokazali v primeru 3.18 za funktor poten¢ne mnozice.
Popolnoma enak argument lahko naredimo tudi za kategorijo F-koalgeber. A kljub
temu zacetne algebre in kon¢ne koalgebre obstajajo za nekatere enostavne funktorje;
v razdelku 4 smo nekatere celo eksplicitno konstruirali. Poleg tega iz prakse vemo,
da programski jeziki podpirajo kar nekaj induktivnih in koinduktivnih tipov, tako da
lahko predvidevamo, da za enostavne funktorje zacetne algebre in konc¢ne koalgebre
obstajajo. To dejstvo potrjuje naslednji izrek, ki ga bomo zgolj navedli kot delni
odgovor na vpraSanje eksistence, s katero se ne bomo vec¢ ukvarjali.

Izrek 5.1. Naj bo F': Set — Set polinomski funktor, tj. oblike
F(X)=]J A =X,
icl
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za neko druZino mnozic (A;)ier, indeksirano s koncno podmnoZico naravnih Stevil.
Potem obstajata zacetna algebra v kategoriji F'-algeber in koncna koalgebra v kate-
gorigi F'-koalgeber.

Navedeni izrek je (v vegji splosnosti) dokazan v [1, izreka 2.1.9 in 2.3.3]. V do-
kazu avtorja iskano zacetno F-algebro konstruirata s pomocjo limit v okviru teorije
kategorij, kon¢no F-koalgebro pa dualno s pomocjo kolimit.

6. INDUKCIJA IN KOINDUKCIJA

Tako pri zacetnih kot tudi pri kon¢nih objektih imamo zagotovljen obstoj in eno-
licnost dolo¢enih morfizmov. Videli bomo, da obstoj omogoc¢a rekurzivne in kore-
kurzivne definicije funkcij, medtem ko enoli¢nost porodi principa indukcije in koin-
dukcije. Vsebino tega razdelka bomo ¢rpali iz [3], pri koindukciji in korekurziji pa
so ideje vzete tudi iz [5], kjer se bralec med drugim lahko pouci tudi o irsi uporabi
koindukcije v teoriji sistemov.

6.1. Rekurzija. Tradicionalni koncept rekurzije podaja nacin, kako definirati funk-
cije na naravnih Stevilih. Funkcijo lahko rekurzivno definiramo tako, da povemo,
kam se slika 0 (zaetna vrednost), ter podamo predpis, kako iz prejsnjih vrednosti
dobimo naslednje. Pogosto takemu predpisu re¢emo tudi induktivna definicija. V
splosnem pa je rekurzivna definicija vsaka definicija, ki se sklicuje na objekt sam.
Mi bomo obravnavali samo poseben primer rekurzije, ki jo lahko posplosimo na po-
ljuben induktivni podatkovni tip, in sicer strukturno rekurzijo. Primer je ze videna
funkcija length, ki izra¢una dolzino seznama:

length(nil()) =0
length(cons(a, s)) = 1 + length(s).

Kasneje bomo potrebovali Se funkcijo, ki seznam podvoji:

dbl(nil()) = nil(),
dbl(cons(a, s)) = cons(a, cons(a, dbl(s))).

Funkcijo definiramo rekurzivno tako, da predpiSemo njene vrednosti na vseh kon-
struktorjih. S tem smo posredno funkcijo predpisali tudi na vseh vrednostih nasega
tipa. Natan¢nejsa definicija rekurzivne definicije bi se glasila tako:

Definicija 6.1. Naj bo F' endofunktor na Set in (M, ) zacetna F-algebra. Princip
rekurzije pomeni, da za vsako F-algebro (C, ¢) obstaja enolicen morfizem (¢)): M —
C'. Za funkcijo (), ki slika iz nosilca M zacCetne algebre, pravimo, da je definirana
rekurzivno.

Pri rekurzivnih definicijah konstruktorji na levi strani nastopajo znotraj funkcije,
ki jo definiramo. Definicija funkcije length je podana z dvema enacbama, ena di-
rektno poda vrednost funkcije, druga pa vsebuje rekurzivni sklic, ki se po kon¢no
korakih prevede na osnovni primer. Podobno obnaSanje zaznamo pri vseh rekur-
zivno definiranih funkcijah: imajo enega ali ve¢ osnovnih nerekurzivnih primerov,
ostali rekurzivni primeri pa se po konc¢no korakih prevedejo na osnovne.

Pri obravnavi naravnih stevil kot induktivnega podatkovnega tipa smo ze podali
enostavni rekurzivni definiciji funkcij add in mult ter funkcij, ki preverita, ali je
Stevilo nenicelno ter ali je liho. Vse te funkcije smo lahko definirali kot enoli¢ne
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morfizme iz F-algebre. Poskusimo to narediti Se na enem standardnem primeru
rekurzivne definicije: definicije fakultete naravnega Stevila.

1; n=>0

n - factorial(n — 1); sicer

factorial(n) = {

Definicijo lahko prepisemo z uporabo konstruktorjev zero in succ.

factorial(zero()) = 1

factorial(succ(n)) = succ(n) - factorial(n)

Oblika definicije je podobna kot za funkcijo length, z manjso razliko: tokrat funkcija
potrebuje poleg prejsnje funkcijske vrednost tudi trenutno vrednost parametra n.

Primer 6.2. Definicije fakultete se ne da tako enostavno prepisati v jezik F-algeber
ravno zaradi tega, ker poleg prej$nje funkcijske vrednosti potrebuje tudi vrednost
argumenta. Ta problem resimo tako, da poleg rac¢unanja fakultete sproti ra¢unamo
Se argument in na koncu vrnemo samo prvi del kot rezultat. Takemu postopku
pravimo parckanje (angl. tupling).

Namesto da rekurzivno definiramo preslikavo factorial, raje definirajmo preslikavo
H: N — N x N, tako, da velja H(n) = (factorial(n),n). Sedaj imamo preko prejsnje
funkcijske vrednosti H dostop tako do vrednosti funkcije factorial kot tudi do njenega
argumenta. Preslikavo H lahko definiramo kot en sam katamorfizem. Velja namre¢

H(0) =(1,0) in
H(n+1) = ((p2(H(n)) + 1) - p1(H(n)), p2(H(n)) + 1),
kar pomeni, da lahko H definiramo rekurzivno:
H = ([A.(1,0), A\(f,n).(mult(succ(n), f), succ(n))]).
Zeleni rezultat je prva komponenta H, zato definiramo:
factorial = p; o H.

Na podoben nacin lahko definiramo veliko rekurzivnih funkcij, ki potrebujejo prej-
Snje funkcijske vrednosti ali vrednosti argumentov.

Pogost je tudi primer, ko zelimo, da je nasa funkcija odvisna Se od nekega zuna-
njega parametra a € A. Tudi to je mogoc¢e modelirati v okviru F-algeber. Poglejmo
si sploSen primer take funkcije f: N x A — B,

f(0,a) = c(a),
f(n + 1,(1) = h(f(n7a’)=a>7

za neki funkciji ¢: A — B in h: B x A — B. Problem resimo s postopkom, imeno-
vanim curryiranje (angl. currying), po matematiku Haskellu Curryju. Definiramo
f, ki za vsako naravno Stevilo n vrne funkcijo, ki parametru a priredi njegovo vre-
dnost. Funkcije f ne definiramo ve¢ kot zaporedja vrednosti, temve¢ definiramo f
kot zaporedje funkcij:

f:N—>BA,
f(0)=¢,
f(n+1) = Xa.h(f(n)(a), a).
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Preslikavo f definiramo rekurzivno kot preslikavo iz zacetne F-algebre (N,7) v
F-algebro z nosilcem B4, za znani funktor F(X) = X + 1:

[ = (e Ag-(Aa-h(g(a), a))]).
S pomodjo funkcije f, ki smo jo dobili s curryingom, lahko definiramo funkcijo f z
enostavno evalvacijo:
f(n,a) = f(n)(a).
Zgornja enacba povzame tudi bistvo curryiranja da zapisemo funkcijo ve¢ argumen-
tov kot zaporedno evalvacijo funkcij z enim samim argumentom.

6.2. Korekurzija. Pri rekurzivnih definicijah smo funkcijo definirali na vseh kon-
struktorjih danega tipa in jo s tem natanko dolocili. Pri korekurzivnih definicijah
imamo na voljo destruktorje, ki nas objekt razstavijo in nam povedo dolo¢eno in-
formacijo o njem. To postane posebej prikladno pri delu z neskon¢nimi objekti.
Funkecijo korekurzivno definiramo s tem, da predpiSsemo njeno opazljivo obnasanje.
To storimo tako, da predpiSsemo vrednosti vseh destruktorjev na vrednostih funkcije.
Kot uvodni primer ponovimo definicijo funkcije iterate(f) iz razdelka 4.2.1.

head(iterate(f)(a)) = a
tail(iterate(f)(a)) = iterate(f)(f(a))

Za obcutek definirajmo Se funkcijo even, ki iz danega toka izlusc¢i elemente s sodim

indeksom:
even((s(0)., 5(1), 5(2), ...)) = (s(0), 5(2), s(4), ...).
Veljati mora, da je glava toka even(s) enaka glavi s, rep pa mora biti enak toku, ki
ga dobimo, ¢e even uporabimo na repu repa s. To lahko napiSemo z enacbami
head(even(s)) = head(s),
tail(even(s)) = even(tail(tail(s))).

Vidimo, da so destruktorji, za razliko od konstruktorjev pri rekurzivnih definicijah,
na levi strani enacb zunaj funkcije, ki jo definiramo. Prav tako nimamo nekakSnega
osnovnega primera, na katerega bi se prevedli vsi ostali in morda je kdo izmed

bralcev celo podvomil v dobro definiranost gornjih funkcij. A ni razloga za skrb, kot
bomo videli takoj, ko formalno definiramo princip korekurzije.

Definicija 6.3. Naj bo F' endofunktor na Set in (N, v) kon¢na F-koalgebra. Prin-
cip korekurzije pomeni, da za vsako F-koalgebro (P, m) obstaja enoli¢en morfizem
[7]: P — N. Za funkcijo [r], ki slika v nosilec N koné¢ne koalgebre, pravimo, da je
definirana korekurzivno.

Zgoraj definirani funkciji even in iterate(f) lahko definiramo kot anamorfizma iz
primernih koalgeber, kot smo za slednjo Ze naredili. Zaradi konénosti (54, o) sta obe
dobro definirani. Kasneje bomo potrebovali Se funkcijo merge: S4 x S4 — Sa, ki
zdruzi dva tokova v enega samega z zaporednim prepletanjem elementov. Ustrezati
mora enacham

head(merge(s,t)) = head(s),
tail(merge(s, t)) = merge(t, tail(s)),
kar ustreza korekurzivni definiciji
merge = [(head, A(s,t).(t, tail(s)))].
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6.3. Indukcija. Princip indukcije je v matematiki dobro znan nacin dokazovanja
in se zelo pogosto uporablja za dokazovanje trditev, v katerih nastopajo naravna
stevila. V tem poglavju bomo princip indukcije postavili v formalen okvir s pomocjo
F-algeber in ga posplosili na poljuben induktivni podatkovni tip.

Zacnimo s primerom dokaza s principom indukcije, ki verjetno ne bo ni¢ presene-
tljivega.

Primer 6.4. Spomnimo se, da smo v razdelku 6.1 definirali funkcijo length, ki
nam vrne dolzino seznama, in funkcijo dbl, ki podvoji seznam. Pokazimo trditev
length(dbl(s)) = 2 - length(s) z indukcijo po dolzini seznama. Najprej preverimo, da
velja za prazne sezname.

length(dbl(nil())) = length(nil()) = 0 = 2 - length(nil())

Nato predpostavimo, da trditev velja za sezname neke dolzine, in dokazujmo za
sezname 7z enim elementom vec.
length(dbl(cons(a, s))) = length(cons(a, cons(a, dbl(s))))
= 1 + length(cons(a, dbl(s)))

= 2 + length(dbl(s)) £242. length(s)
=2 (1 + length(s)) = 2 - length(cons(a, s))

Na koraku, oznacenem z IP, smo uporabili indukcijsko predpostavko. S tem je
trditev dokazana za vse sezname.

Prepisimo zgornji dokaz z indukcijo s pomocjo algeber in morfizmov.

Primer 6.5. Definirajmo preslikavi, ki ustrezata levi in desni strani enakosti, ki
smo jo dokazovali, in pokazimo, da sta obe homomorfizma iz zac¢etne algebre. Od
tod bo po zacetnosti sledila Zelena enakost. Obe preslikavi slikata iz mnozice vseh
seznamov nad neko neprazno mnozico A v naravna Stevila.

f:Ls—N f(s) = length(dbl(s))
g: La— N g(s) =2 - length(s)

Opremimo mnozici L4 in N s strukturo algebre. Nosilec L4 opremimo z Ze znano
preslikavo ¢ = [nil,cons], N pa opremimo s preslikavo £ = [zero, succ o succ o py|,
ki porodi strukturo sodih stevil, kar je tudi smiselna izbira, saj so le soda Stevila
slike preslikav f in g. S tem (L4, () in (N, ) postaneta algebri za funktor Fy(X) =
14+ A x X. Pokazimo, da sta f in ¢ homomorfizma. Preveriti Zelimo, da komutira
naslednji diagram:

[nil,cons]

1+ Ax La L4
idq +ida X f,
1id11ilidixxj; fg
[zero,succZops]
1+AxN N

Preverimo komutativnost najprej za f. Na prvi komponenti imamo

f(nil()) = 0 = zero(),
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na drugi pa
f(cons(a, s)) = length(dbl(cons(a, s))) = length(cons(a, cons(a, dbl(s))))
= 2 + length(dbl(s)) = succ*(length(dbl(s)))
= succ®(p2((ida x f)(s)))-

Opazimo, da so izrac¢uni enaki izrac¢unom pred uporabo indukcijske hipoteze v prej-

snjem dokazu. Pred njeno uporabo smo pravzaprav preverili, da je f homomorfizem.

Res, indukcijsko hipotezo lahko uporabimo sele, ko length(f) nastopa samostojno,

to pa je takrat, ko smo ze prisli na drugo stran diagrama, torej je moral komutirati.
Preverimo Se komutativnost za ¢g. Najprej izracunamo

g(nil()) =2 -0 = zero(),
kar pokaze komutativnost na prvi komponenti. Nadaljujemo z drugo:
g(cons(a, s)) = 2 - length(cons(a, s)) = 2 - (1 + length(s)) = 2 + 2 - length(s)
= succ?(2 - length(s)) = succ?(pz((ida x g)(s))).

Zopet opazimo, da smo ponavljali popolnoma enake korake kot pri prejSnjem dokazu
po uporabi indukcijske hipoteze. Klasi¢en dokaz z indukcijo v svojem bistvu dokaze,
da sta tako leva kot desna stran homomorfizma, iz lastnosti seznamov, ki so zacetna
algebra, pa sledi enakost.

Na poti do splosnega principa indukcije za zacetne algebre si bomo pomagali z
njihovo minimalnostjo.

Definicija 6.6. Podalgebra F-algebre (C, ) je monomorfizem i: (A, a) — (C, ).
Pogosto A identificiramo kar z njeno sliko v C' in jo obravnavamo kot podmnozico C'

Definicija 6.7. F-algebra je minimalna, ¢e nima nobene prave podalgebre. To
pomeni, da je za vsako podalgebro i: (A, «) — (M, pn), algebra (A, «) izomorfna
(M, ).

V splo$nem bi princip indukcije neformalno zapisali tako: Ce iz dejstva, da trditev
velja za vse argumente konstruktorjev, sledi, da velja za vrednosti, zgrajene s pomocjo
teh konstruktorjev, potem velja za vse vrednosti tega tipa.”

Drugace povedano, ¢e imamo podmnozico nosilca zacetne algebre, ki je zaprta za
operacije v smislu, da je njena inkluzija homomorfizem, potem je kar enaka nosilcu
zaCetne algebre. Natancneje tocno ta princip formulira in dokaze naslednja trditev.

Trditev 6.8. Zacetne algebre so minimalne.

Dokaz. Naj bo (M, ) zacetna algebra in i: (A, a) < (M, ) njena podalgebra. Ker
je (M, ) zacetna, obstaja enoli¢ni homomorfizem !: (M, u) — (A, «).

(A, ) ——— (M, )

!

Kompozitum i o ! je homomorfizem in slika iz (M, ) v (M, p), prav tako pa iz (M, p)
v (M, p) slika tudi homomorfizem idy;. Ker je (M, ) zacetni objekt, morata biti ta
dva morfizma enaka:

1ol =1dyy.
Ker je idj; surjektiven, je tudi ¢ surjektiven, skupaj s predpostavko je torej bijektiven
in je (A, ) izomorfna (M, ). O
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Opomba 6.9. Trditev velja v vecji splosnosti v vsaki kategoriji: monomorfizem, ki
slika v zacetni objekt, je nujno izomorfizem.

Zgornja trditev na vsakem induktivnem tipu porodi princip indukcije. Kot se spo-
dobi, na naravnih $tevilih princip, ki ga porodi zgornja trditev, sovpada s klasi¢nim
principom indukcije.

Primer 6.10. Naravna Stevila N skupaj s preslikavo v = [zero, succ] so zacetna
F-algebra za funktor F'(X) =14 X. Vzemimo sedaj neko podalgebro i: (A, a) —
(N, ~) in A brez skode za splosnost glejmo kot podmnozico N. Prav tako lahko F'(A)
gledamo kot podmnozico F'(N) in operacije na A kot zoZitve preslikave ~:

Mnozica A je po definiciji podalgebre zaprta za konstruktorje: (F(A)) C A. Po-
glejmo si natancneje, kaj sledi iz tega. Zaprtost za zero, drugace zapisano, pomeni
0 € A. Zaprtost za succ nam pove, da iz n € A sledi n + 1 € A. Minimalnost N
nam pove, da je i bijekcija, torej je A kar enaka mnozici N.

Prevedimo zgornji princip Se v bolj domaco obliko. Naj bo ¢ predikat, ki je enak
karakteristi¢ni funkciji A. Potem velja

(1) ©(0),
(2) Vn: (p(n) = p(n+1)).

Od tod smo sklepali, da za vsako naravno stevilo n velja ¢(n). Zgoraj opisani sklep
je natanko klasi¢ni princip indukcije na naravnih stevilih.

Zatetno algebro funktorja F'(X) = 1+ X bi pravzaprav lahko vzeli kar za definicijo
naravnih $tevil, saj izpolnjuje vse Peanove aksiome. Implicitno smo tudi pokazali,
da je ekvivalentno privzeti princip indukcije na naravnih stevilih, ali pa privzeti, da
je F-algebra (N, ~) zacetna. Bolj podrobno si lahko bralec ta primer ogleda v [7].

6.4. Koindukcija. Dualno k indukciji lahko formaliziramo tudi princip koindukcije,
ki nam omogoca dokazovanje trditev v zvezi z neskonénimi objekti. Zac¢nimo s

primerom, ki bo po obliki zelo podoben indukciji.

Primer 6.11. Definirali smo Zze preslikavi even in merge. Sedaj definirajmo Se
odd = even o tail, ki vrne tok elementov z lihimi indeksi. Dokazimo trditev:

merge(even(s),odd(s)) = s.

Preverimo, da sta obe strani enakosti homomorfizma. Ker oba slikata v koncéno
koalgebro, morata biti enaka.

(head,tail)
idSA, idAXidSA,
As.merge(even(s),odd(s)) id 4 X As.merge(even(s),odd(s))
(head,tail)
SA A x SA
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Desna stran enakosti je ze endomorfizem na (S4,0). Preverimo Se za levo, na
vsaki komponenti posebej, zgolj z uporabo definicij funkcij merge, even in odd:

head(merge(even(s),odd(s))) = head(even(s)) = head(s) = id4(head(s)),
tail(merge(even(s),odd(s))) = merge(odd(s), tail(even(s)))
= merge(even(tail(s)), even(tail(tail(s))))
= merge(even(tail(s)), odd(tail(s))).
Tudi leva stran enacbe je endomorfizem in iz lastnosti tokov, ki so kon¢na koalgebra,

sledi, da sta homomorfizma enaka.

V literaturi, npr. v [4], se pojavlja tudi formulacija zgornjega dokaza, ki zelo
spominja na indukcijo. Poteka popolnoma enako kot dokaz zgoraj, le da po tem, ko
pokazemo, da se glavi tokov na levi in na desni ujemata:

head(merge(even(s),odd(s))) = head(even(s)) = head(s),
privzamemo koindukcijsko hipotezo. Ta pravi, da trditev velja za repe tokov, torej,
da za t = tail(s) velja
merge(even(t),odd(t)) = t.
Nato dokazujemo, da sta enaka tudi repa obeh strani enakosti.
tail(merge(even(s), odd(s))) = merge(odd(s), tail(even(s)))

= merge(even(tail(s)), even(tail(tail(s))))

= merge(even(tail(s)), odd(tail(s)))

= tail(s), po koindukeijski hipotezi.
Podobno kot pri indukciji vidimo, da se lahko na koindukcijsko hipotezo skli¢emo
Sele, ko tail(s) nastopa kot argument funkcije, to pa je takrat, ko smo ze prisli na

drugo stran diagrama in pokazali, da je funkcija homomorfizem.
Splosneje pa se princip koindukcije na koalgebrah zapiSe s pomocjo bisimulacije.

Definicija 6.12. Naj bo F' endofunktor na Set in (P,7), (Q,v) F-koalgebri. Bi-
simulacija med (P, ) in (@, 1) je relacija R C P x @), za katero obstaja preslikava
p: R — F(R), da sta kanoni¢ni projekciji p;: R — P, py: R — () homomorfizma
F-koalgeber. Drugace povedano, obstajati mora p, tako da spodnji diagram komu-
tira.

P p1 R p2 Q
™ 14 o
F(P) F(p1) F(R) F(p2) F(Q)

Bisimulaciji med (P,7) in (P, 7) reCemo bisimulacija na (P,7) ali na kratko kar
bisimulacija na P.

Sedaj lahko natanc¢no definiramo princip koindukcije za koncéne koalgebre in do-
kazemo njegovo pravilnost.

Trditev 6.13 (Princip koindukcije). Naj bo (N,v) koncna koalgebra. Potem za
vsako bisimulacijo R na N in za vsaka n,n' € N velja: ce je

(n,n') € R,
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potem velja

n=n.

Dokaz. Naj bo (n,n’) poljuben par iz relacije R. Po definiciji bisimulacije sta kano-
nic¢ni projekciji py, p2: B — N homomorfizma. Toda, obe slikata v kon¢no koalgebro
(N,v), torej morata biti enaki. V posebnem velja tudi p;(n,n’) = pa(n,n’), kar se
poenostavi v n = n'. O

Dokazimo Se enkrat, tokrat z uporabo bisimulacije, da drzi enakost merge(even(s),
odd(s)) = s. Pogoje za bisimulacijo na mnoZici tokov S prepisimo v bolj domaco
obliko.

SA p1 R p2 SA
(head,tail) P (head,tail)
idg Xp1 ida Xp2
A X Sy AXR A X Sy

Iz diagrama preberemo pogoje: relacija R je bisimulacija, ¢e za vsaka s,t € S4 velja

head(s) = head(t), in

(s,t) € R = {(tail(s),tail(t)) € R

Definirajmo relacijo R C Sy x Sy,
R = {(merge(even(s),odd(s)),s);s € Sa}

in pokazimo, da je bisimulacija. S tem bomo po principu koindukcije pokazali Ze-
leno enakost. Naj bo (merge(even(s),odd(s)),s) poljuben element R. Preverimo
oba pogoja in opazimo, da s tem dokazujemo, da sta projekciji relacije R na Sy
homomorfizma.

head(merge(even(s), odd(s))) = head(even(s)) = head(s)

Preverimo Se drugi pogoj za bisimulacijo. Ce izracunamo tail na obeh komponentah,
vidimo, da sta repa v relaciji, saj lahko na prvi komponenti izracunamo

tail(merge(even(s), odd(s))) = merge(odd(s), tail(even(s)))
= merge(even(tail(s)), even(tail(tail(s))))
= merge(even(tail(s)), odd(tail(s))).
To nam pove, da je
(tail(merge(even(s), odd(s))), tail(s))
= (merge(even(tail(s), odd(tail(s)))), tail(s)),
pri ¢emer je desna stran enakosti po definiciji zopet element iz R. S tem smo
dokazali, da je R bisimulacija in po principu koindukcije je trditev dokazana.

Podobna formulacija kot za koindukcijo obstaja tudi za princip indukcije, s po-
mocjo pojma kongruence.

Definicija 6.14. Naj bo F' funktor in (C,¢), (D,) F-algebri. Kongruenca med
(C, ) in (D, ) je relacija R C C x D, za katero obstaja F-algebrai¢na struktura
p: F(R) — R, da sta kanoni¢ni projekciji p;: R — C, p: R — D homomorfizma
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F-algeber. Zapisano z diagramom: obstajati mora p, tako da naslednji diagram
komutira v kategoriji Alg(F).

F(p1) F(p2)

F(O) F(R) F(D)
® p P
O P R b2 D

Kongruenci med (C,¢) in (C,¢) retemo kongruenca na (C, ) ali kar kongruenca

na C'.
Za kongruence velja podobna trditev kot za bisimulacije.

Trditev 6.15. Naj bo (M, ) zacetna algebra. Potem za vsako kongruenco R na M
i vsak m € M velja
(m,m) € R.

Dokaz. Ker je (M, ) zaletna, obstaja enoliéni morfizem !: (M, u) — (R, p), po
definiciji kongruence pa sta homomorfizma tudi obe kanoni¢ni projekciji.

P

—
|

(M, ) - (R, p)
\1)2/

Zaradi zacetnosti (M, ) velja
pro! = poo! =1idy,.
Ce zgornjo enakost evalviramo v m, dobimo
pi((m)) = pa(t(m)) = m,
torej je !(m) = (m,m) € R. O

Zadnji dve trditvi nam omogocata zelo kratko, sklepno formulacijo indukcije in
koindukcije, ki poleg tega Se lepo poudari njuno dualnost.

Princip indukcije za zacetne algebre (M, p):

za vsako kongruenco R C M x M velja Ay C R.
Princip koindukcije za koncne koalgebre (N, v):

za vsako bisimulacijo R C N x N velja R C Ay,

kjer smo z Ay oznagcili relacijo enakosti na X, tj. Ay = {(z,2);xz € X}.

32



1]
2]

13l

4]

5]

[6]

17l

18]

LITERATURA

J. Adamek in S. Milius, Introduction to category theory, algebras and coalgebra, ESSLLI, 2010,
dostopno na www.tu-braunschweig.de/Medien-DB/iti/survey_full.pdf.

R. Amadio in P. Curien, Domains and lambda-calculi, Cambridge Tracts Theoret. Comput.
Sci. 46, Cambridge University Press, Cambridge, 1998.

B. Jacobs in J. Rutten, An introduction to (co)algebra and (co)induction, v: Advanced topics
in bisimulation and coinduction (ur. D. Sangiorgi in J. Rutten), Cambridge Tracts Theoret.
Comput. Sci. 52, Cambridge University Press, Cambridge, 2012, str. 38—99, dostopno na
homepages.cwi.nl/~janr/papers/files-of-papers/2011_Jacobs_Rutten_new.pdf

D. Kozen in A. Silva, Practical coinduction, Cornell University, Ithaca, NY, 2012, dostopno
na haslab.uminho.pt/xana/files/structural.pdf.

J. J. M. M. Rutten Universal coalgebra: a theory of systems, Theoret. Comput. Sci. 249,
(2000), 3-80, dostopno na
homepages.cwi.nl/~janr/papers/files-of-papers/universal_coalgebra.pdf.

V. Vene, Categorical programming with inductive and coinductive types, doktorska disertacija,
Dissertationes Mathematicae Universitatis Tartuensis 23, Univerza v Tartuju, Tartu, 2000,
dostopno na kodu.ut.ee/ varmo/papers/thesis.pdf.

Initiality and Finality, v: CLiki for the TUNES project [ogled 19. 2. 2015], dostopno na
tunes.org/wiki/initiality_20and_20finality.html.

Haskell/list processing, v: Wikibooks, open books for an open world, [ogled 19. 2. 2015],
dostopno na en.wikibooks.org/wiki/Haskell/List_processing#foldr.

33


https://www.tu-braunschweig.de/Medien-DB/iti/survey_full.pdf
http://homepages.cwi.nl/~janr/papers/files-of-papers/2011_Jacobs_Rutten_new.pdf
http://haslab.uminho.pt/xana/files/structural.pdf
http://homepages.cwi.nl/~janr/papers/files-of-papers/universal_coalgebra.pdf
http://kodu.ut.ee/~varmo/papers/thesis.pdf
http://tunes.org/wiki/initiality_20and_20finality.html
http://en.wikibooks.org/wiki/Haskell/List_processing#foldr

	1. Motivacija
	1.1. Osnovni tipi
	1.2. Rekurzivni tipi
	1.3. Fold

	2. Notacija
	3. F-algebre in F-koalgebre
	3.1. Algebre, koalgebre in homomorfizmi
	3.2. Kategoriji F-algeber in F-koalgeber
	3.3. Začetne algebre in končne koalgebre

	4. Induktivni in koinduktivni tipi
	4.1. Induktivni tipi
	4.1.1. Naravna števila
	4.1.2. Seznami

	4.2. Koinduktivni tipi
	4.2.1. Tokovi
	4.2.2. Konaravna števila


	5. Eksistenčni izrek
	6. Indukcija in koindukcija
	6.1. Rekurzija
	6.2. Korekurzija
	6.3. Indukcija
	6.4. Koindukcija

	Literatura

